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Introduction 


Ce livre a ete conqu ct ecrit pour la collection « Methodes ». C’cst dire que son 


















mathematiques proposes a ce jour n'a pu l’ltablir dans la g6ndralite 
lui conftrait. II semble qu’elle ddpende logiquement d’hypotheses supple- 
taires - cgalite du taux de croissance et du taux de profit, absence de surplus 
reduction. Cela veut dire que 1’on peut reconnaitre qu'elle n’est pas verifide 
, I’lconomie contemporaine, sans pour autant remettre en cause les fonde- 









I. Individu et collectivite 


1. Les biens 










* V*. 




















x G C et yGC=»x + yGC 
DEMONSTRATION 

Donnons-nous a G (0, 1 ] et consid^rons le vecteur z = a\ + (\-a)y. Remar- 




z,) 3 + . . . + (x, - z,) 1 


ouverte si, chaque fois qu’elle contient 





i trop familiere. Notre 6poque 


voit venir une crise de l'energie et une crise alimentaire. Les experts inter- 
nationaux recensent les reserves existantes, supputent l’apparition de techniques 
d’ exploitation nouvelles, et leurs predictions influent sur la vie economique 
a tous les niveaux. Chacun sait le role dans la politique intemationale que 
1’ Arabic Saoudite doit & ses immenses reserves de pet role. Chacun a senti 
dans sa vie quotidienne 1’impact de la politique gouvernementale visant & 
economiser l’energie : rencherissement des carburants, alourdissement des 
impots. Le modele exprime cette idee en enon^ant que la quantite disponible 
de bien k est limitee & f2 k . Si 1’on tient compte du fait que les biens sont 
localises et dates, on dispose d’une grande souplesse qui permet de coller 
d’assez pres & la realite. En effet, en ce qui concerne le petrole, les reserves 
sont 1& une fois pour toutes : ce qui restera de petrole au Koweit en 1990, 
c'est ce qu'il y a aujourd’hui moins ce qui aura ete pompe entretemps. Mais 
pour les cereales, et les aliments en general, les ressources se reconstituent 
periodiquement. Le modele exprime cette idee en distinguant le bien k : « bie 
produit en U.R5S. en 1980 » du bien k + 1 : « bie produit en U.RS5. en 


















Convenons d’ employer le langage que void. Dire que Pagent / prdfere I’ allo- 
cation ? & Pallocatkm $ sign lfie qu’il choisit X ou que cela lui^est ej’al. Cette 
situation sera not<e 7. Dire qu’il est indifferent entre X et Y signifie 

que cela lui est £gal. Voici quelques consequences immediates de la definition : 

Sfc, ? •» $>-! ? o> J-i?) (2) 

it -| ? - (jtfci Y et ?lt, X) (3) 

v x e rJ” . 5t X (4) 

Jusqu’a present, le modele est purement descriptif. Je ne cherche pas & 
jfondes de 






choix qu’il fait. II n’en reste pas moins que ces motivations existent, et qu’elles 
imposeront une certaine structure aux preferences exprimees par l’agent i. 
Pour employer un autre langage, j’ai beau ne pas connaitre les raisons de 
1’agent i, celui-ci n’en reste pas moins un individu rationnel. Ses choix doivent 
done manifester une certaine coherence. Le second postulat du modele impose 
une certaine structure aux preferences, une certaine coherence dans les choix. 
11 s’exprime par la propriete dite de transitivite des preferences : si l’agent 
i prefere X 4 Y et Y 4 Z, il preferera X 4 Z. En d’autres termes, si l’on se 
donne trois allocations X, Y et Z, et si l'agent / n’est pas indifferent entre 
dies, on se trouve necessairement dans une des six situations suivantes, de 
type « lineaire », ou chaque allocation est prefere & celles qui se trouvent 4 
sa droite : 

X^Y^Z, (5) 

?>-, >(>-, Z, YVi Z>-, X (6) 

?>-, Z>-, ?>-, X (7) 

4 l’cxclusion des deux situations suivantes, de type « cyclique » (pour la com- 
modite du dessin, le signe^-j a ete remplace par une fleche -*). 

X - Y Y - X 


L’hypothese de transitivite des preferences a ete peu contestee. Elle est assez 
bien verifiee sur le plan experimental. On peut quelquefois mettre en evidence, 
dans les choix proposes aux sujets, des cycles du type (8). Mais lorsqu’on les 
leur signale, ils ont tendance 4 les considerer comme des erreurs, et 4 les 
« corriger » en consequence. Ces cycles sont ressentis comme paradoxaux. 
En particulier, le consommateur ne peut pas trancher entre les trois allocations 
proposees, et pourtant, il n’est pas indifferent entre elles. La meilleure allo- 
cation n’est pas 2, puisque Y ou X est prefere ; ce n’est pas X non plus 
( % ou 7 prefdre), 'f pas davantage (jJ ou ? prefere). L’hypothese de transitivite 
eiimine justement les deux cas paradoxaux : dans les six cas subsistant, il est 








3. Le th6ordme d’Arrow 


Voyons dans quels termes se pose main tenant le probleme du partage. On 
cherche une methode permettant de rtpartir le mieux possible un panier de 
biens fi entre m agents. Chacun de ceux-ci est carac tense par un preordre total 
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'i-s I 


les preferences collectives, et les preordres)^ les preferences individuelles. II y 
a done quelques conditions naturelles & imposer a P, et qui sont : 

(4) Axiome de l unanimile : si tout le monde prefere Xi Y, alors la societe 

preferera X k Y : • 

|M. xfe, ?1 - )Efc s ? 

(5) Axiome de I’independance : pour comparer X et Y, la collectivite oublie 
toutes les autres allocations. La seule chose qui importe est de savoir qui 
prefere X et qui prefere Y. En langage formalise, soient (^) et (-+) deux families 

de preordres (1 1 < i < m) ; on pose)^ s = P (fe, ^ =m ) et^ = P(-* ^). 

Soient : X et Y deux allocations realisables. Alors : 

[Vi. Y, = H T* ?] <• [Xfc;, ? • S - 

L’axiome de l’unanimite est indiscutable. L’ axiome de l’independance est beau- 
coup plus con teste. 11 a pour lui une certaine evidence logique : quand il s’agit 
de choisir entre Pierre et Paul, on ne voit pas ce que les merites de Jean font 
& l’affaire. La question posee est : « Lequel des deux preffrez-vous ? ». L’agent 
repondrait en parlant d’un troisieme semblerait vraiment s’ecarter du sujet. 
me me, pour trancher entre 3? et Y, il parait inutile de se preoccuper des 
res allocations realisables. Parler de ? ne ferait que brouiller les cartes. 
Je vais illustrer ce point de vue par un exemple, qui est celui meme que cite 
Arrow, et je ne donnerai que plus tard la parole aux critiques. 

Il est temps en effet de donner des exemples de regies de determination des 
choix collectifs. On pense d’abord a la regie majoritaire : pour departager 
deux allocations X et Y, il suffit de faire voter les agents, l’abstention signalant 
l’indifference. Celle qui a recueilli le plus de voix I’emporte. S’il y a 6galit£, 
la society se declare indifferente. Cest tres simple et tres seduisant. Malheureu- 
sement, la relation de preference collective ainsi definie n’est pas transitive. 
Soit par exemple un jury de trois membres, 1, 2 et 3, ayant a se prononcer 
entre trois candidats, A, B et C. Supposons que les preferences personnelles 


AK B^, C 
b>- 5 cy 3 A 
c >- 3 a>- 3 b 



















LEMME 
On peut 



et considlrons le cas oil les preferences individuelles sont : 

Xfe. Vfe, Z 

Y viec 
Yjfcj X Vj^D 
Comme D est P-d£cisive pour X et Y, on a : 

*>;, ? (8) 
On ne saurait avoir Z^ s Y. Cela signifierait que la coalition C est P-d£cisive 
pour Z contre Y : C G ® . Ceci est exclus, car aucune coalition de $ ne peut 
avoir moins d’efements que D. Comme le preordre^ s est total, on conclut que : 


(9) 





Les formules (8) et (9) donnent par transitivity : 

La coalition | d | est done P-decisive pour X contre ?:|d|eS. Maisjd|n’a 
qu’un membre, alors que D en a au moins deux. Ceci contredit de nouveau la 
definition de D. L’hypothese Card D > 2 Itait done absurde. 


LEMME 2 






















4. Preordres de preference et fonctions d’utilite 






Un preordre de pr6f6rence est-il toujours representable par une fonction 
d’utilite ? Etant donn£^, peut-on trouver u v^rifiant (1)? C’est la premiere 
question qui se pose. La rtponse est positive, moyennant une petite hypothese 
supplemental sur ^ : ce preordre doit etre continu. 

DEFINITION 2 

On dit qu’un preordre total ^ surF^" est continu si, pour tout X £F lni , 
les ensembles 

el (ZlXlfczl 

sont tous deux fermes dans F lm . 


Rappelons que cela signifie que, pour toute suite Y_ convergeant vers Y dans 
P f lm et telle que Y n ^ X pour tout n, on doit avoir Y^X. En d’autres termes, 
si on peut approcher d’aussi.pres que l’on veut une. allocation Y par des alloca- 
tions pr6f6r6es a X, alors l’allocation Y elle-meme est p referee & X. De meme 
pour l’autre ensemble] Z 1 X ^z|. Cest une hypothese technique. Elle est 
plausible, car si (’allocation Y n est vraiment tres proche de Y, on ne voit 






LEMME 2 

Hypo these (H). Un des termes de /'alternative suivante est verifie : 

V t. f t<t‘ ~c(tjyc(t f j (a) 

vu’ t<t‘ -cfoycfti (b) 

DEMONSTRATION 

Considdrons c (1) et c (2). On nc saurait avoir c (1) ~ c (2), sinon la courbe c 
aurait deux points sur une meme surface d’indifference. On a done c (2)^-c (1) 
ouc(l)>-c(2). 


Plaqons-nous dans le premier cas et considlrons la demi-droite D t = { t -> 1 } . 
On remarquera qu’elle ne contient pas d'instant t > 1 avec c (t) ~ c (1). La 
partie = |t> 1 | c (t)^-c (1) [coincide done avec Aj = | t> 1 | c (t)J^c(l) | . 
Son complementaire dans D t est =|_t >J | c (l)J^ c^t)[. Comme^lc 
pr^ordre Ijj est continu, les ensembles jx 1 X^c(l)[et|Y | c(1))*-y[ 
sont ferm£s dans P J" 1 Comme ('application c: jl, °°) est continue, 

leurs images rtciproques par c sont ferm^es. Done Aj et B t sont ferm^es dans D t . 
Done \ est ouvert et ferme dans D^, ce qui implique que A + = 0 ou A + = D + . 
Or A t n’est pas vide puisqu'il contient 2 ; d’ou A # = D t . En d’autres termes, 
t> 1 =>c(t)>-c(l). 

Considdrons maintenant D_ = 1 1 < 1 | et A. = 1 1 < 1 | c (t) c (1) [ . On 
demontre comme ci-dessus que A. = 0 ou A. = D_. Supposons que Ton ait 
A. = 0, e’est-fc-dire que c (t) ^-c (1) pour tout t < 1. En introduisant Pen- 
semble j t' > t | c (t) c (t')[ , on conclut comme ci-dessus que e’est la demi- 
droite |t' > t| toute entiere. En prenant t' = 2, on obtient que c (t)^-c (2) 
pour tout t < 1. Faisons tendre t vers 1 ; comme le pr6ordre)^et la fonction u 
sont continus, cela donne c (1) ^ c (2), en contradiction avec 1’hypothese 
c (2) >-c (1). Cest done que A_= D^ k savoir t < 1 =» c (1)>- c (t). 

Si maintenant a est un instant quelconque de (0, °°), on raisonne comme 
ci-dessus : tous les t tels que c (t) V- c (a) >eront d’un cotd de a, tous les t tels 
que c (a) ^-c (t) de l’autre. Le cotd est determine par la position de a par rap- 
port i 1 : si 1 < a, on a c (a) c (1), et les t tels que c (a)^-c (t) seront tous 
£ gauche, sia< 1 , on a c (1) c (a), et les t tels que c (t)^-c (a) seront tous 
a droite. Finalement : 






PROPOSITION 4 

Soit u : F^” -► F une fonction d'utilite representant le preordre de preference 
. Pour toute fonction /. F -► F strictement croissant e (' ), v =f o u est une 
fonction d'utilite representant egalement )k 


FIGURE 1.8 

Les deux fonctions d’utilites u, et 
a, (dont les graphes sont des plans) 
determined la meme relation de 
preference : la courbe d’indifference 
C est la projection des courbes de 
niveau C i et £ 2 . 


+ b (avec a>0), ou f(t)= t 3 . 
Alors au (X) + b, ou u (X) 3 , represented ^ au meme titre que u, et il n’y 
a pas de raison apparente de priviiegier Pune d’elles. Le choix de u, fonction 
d’utilite representant^, est jusqu’fc present arbitraire. Ceci a des consequences 
importantes. De l’egalite u (X) = 2 u (YL par exemple, on s’abstiendra de 
conclure que la satisfaction apportee par X est deux fois plus intense que 
celle qu'apporte Y. Si en effet j’avais choisi comme fonction d’utilite 
v (X) = u (X) + b, comme il est legitime de le faire, cette egalite deviendrait 
v(j^) + b = 2v(Y). De meme, de 1’egalite u (X, + ?) - u (X,) = 
u fj?i + Z) - u (Xj), on ne saurait conclure que rajouter Y & X, ou 
Z a X, procure une satisfaction egalement intense. En effet, si Ton prend la 
fonction d’utilite u 3 , cette egalite disparait. En d’autres termes, ce ne sont 
pas des proprietes intrinseques : elles dependent de la fonction d’utilite 
choisie pour representer ^ . 



Le lecteur peut penser que Ton se noie dans un verre d’eau. Parmi toutes les 
fonctions d’utilite possibles, le mathematicien ne sait laquelle choisir. A juste 
titre, puisqu’il n’est pas partie prenante dans l’affaire : ces preferences ne sont 


(t) < f (P). 






( 3 ) 









On dlmontrerait de meme qu’il existe dans 9! unc allocation 2 & laquellc 
toutcs les autres sont pr£fcrees : Y €$ =» V' 2. II suffit de minimiser u 
au lieu de le maximiser. Dans ces deux cas, on voit comment un probleme 
sur les prtordres a 6t i ramcn6 & un probleme sur les fonctions, et resolu en 
utilisant les outils classiques de l’analyse. Nous verrons de nombreux autres 
exemples de cette mlthodc. Pour en facilitcr I'usage, je vais Itudicr quelques 
proprtttds remarquables du preordre total Jk. et montrer comment elles se 
reftetent dans la fonction d'utilitd u. . 

Rappelons d’abord que si le prtordre^est continu, on peut choisir la fonction u 
continue (thforime 3). R^ciproquement, si la fonction u est continue, le 
preordre J^est n£cessairement continu. En effet, I’ensemble { Y € F^ 1 " 1 | YjfcX | 
coincide avec 1'ensemble j 7 £ F] m | u (Y) > u (X) qui est ferm^ si u est 
continue. De meme pour l’ensemblej ? G F, 1 " 1 | X fcZ.} 
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DEFINITION 6 

On dit que le preordre ^ est monotone si : 

vzeR. 1 ". jf + 2fcx 

On dit que la fonction u est monotone si : 

v x eF 1 ", vieR t ta , u(x + 2)>u(x) 



FIGURE 1.10 

1 = 1 , m = 2 ; le preordre a est monotone, le preordre b ne Test pas ; pour s’en 
convaincre, il suffit de regarder la position du cone noirci (representant) 
les Z JKX) par rapport & la courbe d'indifference passant par X. 


tielleme 








exclusive d’un certain bien. On peut aussi y voir une loi psychologique qui 
veut que, lorsque les premiers besoins commencent k etre satisfaits, d’autres 
font leur apparition sur lesquels le sujet se transfere. L’ augmentation du niveau 
de vie ne se traduit pas par une augmentation fegulfere de la consommation 
de nourriture, mais par la satisfaction progressive d’autres besoins. 



FIGUREI.il 

1 = 1, m = 2 ; le pfeordre b est convexe, le pfeordre a ne Test pas ; remarquer 
dans chaque cas les positions respectives des allocations X, Y (indifferent) et 

2 = $ + ?)/ 2. 




appartiennent 






DEFINITION 


On dit qu’une fonction u est quasi-concave si, pour tout a € F , l'ensemblc 

S, |0(2)> a| (6) 

On dit que u est strictement quasi-concave si, pour tout X € |0, 1[ et tout 
XEF^.ona : 

[u (?) > u (% el )t] » u (X X + (1 - X) ?) > u (Y) (7) 








qu’on esp^rait. Les fonctions quasi-concaves sont relativement peu maniables : 
dies constituent une classe trop vaste pour qu’on puisse leur appliquer des 
methodes particulieres. Par contre, il serait beaucoup plus interessant de tra- 
vailler dans le cadre des fonctions concaves. 


DEFINITION 11 



u (A X + (1 - X) Y) > A u (X) + (1 - X) u (Y) (8) 

On dit qu’une fonction u est strictement concave si, pour tout A E ]0, 1[, 
tout couple (X, 7) de points distincts : 

u(AX + (1-A)Y)>Au(^) + (1-A)u(Y) (9) 



FIGURE 1.14 




PROPOSITION 


Toute fonction concave esl quasi-concave. Toute fonciion strictement concave 
est strictement quasi-concave. 

DEMONSTRATION 

Soit u une fonction concave, et a un nombre quelconque. II s’agit de montrer 

lu (2) > a et u (X) > a] - u (X X + (1 - X) Y) > a 
pour tout X € [0, 1 1. Mais ceci est une consequence immediate de I’inegalite (8) : 
u (X jt + (l -X)7)>Xa + (l - X) a = a 


Si done u est concave, le preordre total associe ^ est convexe. Mais la reci- 
proque est fausse. L’etude des conditions & imposer au preordre^- pour qu’il 
puisse etre represente par une fonction d’utilite concave a suscite de nombreux 
travaux. II s’agit en gros de conditions portant sur la courbure des surfaces 
d’indifference. Voir Debreu (1974) et Kannai pour I’etat actuel de la ques- 
tion et des references plus completes. Entres autres resultats, il a ete demontre 
que tout preordre de preference ^ convexe et monotone peut etre approche 
d’aussi prds que Ton veut par des preordres representables par une fonction 
d’utilite concave. 

Toutes ces proprietes liees a la convexite nous seront fort utiles dans la suite. 
D’un point de vue technique, je ferai frequemment appel aux caracteristiques 

PROPOSITION 13 

Une partie C de F" est convexe si et seulement si, pour toute famille finie a k , 
1 <k <K, de coefficients positifs de somme 1, on a : 

[V k,x k GC)=*Io t r t 6C 

PROPOSITION 13 bis 

Une fonction u : Ft " -* F est quasi-concave si et seulement si, pour toute 
famille finie a k , 1 < k < K. de coefficients positifs de somme 1, on a 
[V k, u(x k )>a)~u(l a k x k ) > a. 
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PROPOSITION 13 


Une fonction u " -*■ F est concave si el seulement si, pour toute famille 
finie a k , I < k < K, de coefficients posit if s de somme I, on a : 

" , ?.° k Xkl > f.“ k Xk 

On retrouve les definitions originelles en prenant K = 2, ai = X et a 2 = (1 - X). 
La rlciproque se demontre jiar recurrence, ce qui est fastidieux mais facile. 
Une expression du type a ( x + a 2 y + a 3 z, par exemple, s’ecrit aussi : 

(a, + a 2 ) (P,x + fa y) + a 3 z 

avec Pi = a^/(a, + o^), 0 2 = a 2 /(a t + a 2 ), done p t + fa = 1. On peut done 
obtenir <*| xj + a 2 y + a 3 z en prenant successivement un point w du 
segment [x, yj, puis un point du segment [w, z]. Les details sont laisses 


5. Optima de Pareto 


Je rappelle le cadre general : une economic constituee de m agents, caracte- 
rises par leurs preordres de preference^. ayant a se partager / biens, presents 
en quantite totale S2 k . Le theoreme d' Arrow nous apprend qu’il n’est pas 
possible de construire un preordre de preference collective ^- s sans violer les 
axiomes de I’unanimite, de 1’indepen dance, ou aboutir a une regie dictatoriale. 

Si Ton introduit les fonctions d’utilite, on peut proposer une regie d’une 
toute autre nature. Si nous supposons les preordres ^ continus, nous pouvons, 
d’apres le theoreme precedent, les representer par des fonctions d’utilite u ( 
egalement continues. Considerons alors la fonction u s = R (uj , . . u m ) 
definie par : 

U, = u, + . . . + u m (1) 

C’est une fonction surF^ m , a laquelle est associee un preordre continu : 

?-U, (?) 

Est-ce qu’on ne tient pas Ik, en posant^- s = P une regie natu- 

relle de determination des choix collectifs? Remarquons d’abord qu’elle 
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rencontrd ce phdnomene dans les exemples concluant le paragraphe 3. Soient 
par exemple X et Y deux allocations telles que u ; (X) = u ; (Y) + 1 pour 
tout i # l.etu, (X)= u, (Y) - a. Alors : 


a < m — 1 =* u s (X) > u s (?) 
a > m - 1 =» Uj (X) < Uj (?) 


En d’autres termes, si 1’agent 1 pr^fere vraiment de beaucoup Y a X, la societd 
preferera Y A X ; sinon, elle preferera X & Y. Pourtant, dans les deux cas, les 











DEMONSTRATION 
On part de l’in£galite : 

V Y GST, Z Qj Uj (X 0 ) > Z Oj Uj (Y) (4) 

Si 1’on avait un Y G 91 avec Y^j X 0 pour tout i, cela se traduirait par 
Uj (Y) > Uj (X°). II suffirait de multiplier chacune de ces inlgalitls par Oj 





pour un individu (sens strict). On notera que faire le premier est le plus difficile 
que faire le second ; tout optimum de Pareto strict est un optimum de Pareto 
faible. Mathdmatiquement, (P) => (P'), ou encoreS’cS" C* . 



FIGURE 1.17 a 

1 = 1, m = 2. La function d'utilitl 
du premier agent est suppose etre 
u, (X, , X 2 ) = X, , celle du second u 2 
(X,, Xj) = X 2 . L'ensemble $ est 
hachure. Les cones de sommets A. 
B, C, D, E indiquent les allocations 
unanimement prelerees & celles-ci. 
On voit que B est un optimum de 
Pareto faible, A un optimum de 
Pareto strict, et que C, D, E nc sont 
pas optimales. 












PROPOSITION 2 

On suppose les preordres de preference )^ , coniinus. Alors, pour route allo- 
cation realisable Y GS. i7 existe un optimum de Pareto strict X € 95 unani- 
mement prefer 4 a ? : 

vt. ? (6) 

DEMONSTRATION 

Soient u ( des fonctions d’utilitd continues reprdsentant les preordres totaux^. 

Considlrons I’ensemble des allocations realisables unanimement p referees a Y, 
c’est-i-dire : 

2 (^) ={ z e 91 i v i. Uj (2j > Uj (Y) | 

= | u, (Z) » y, (?)|n 9 

II contient au moins Y. Par ailleurs il est borne, puisque contenu dans 91, et 
fermd, comme intersection de ferm^s. C’est done un compact (cf. prop. 4.5, 
dem). L’ensemble des points de 2 (Y) ou la fonction continue u, atteint 
son maximum est un compact non vide, note : 

SC, = { X € 2 (Y) 1 v Z e 2 (Y), u, (X) > u, (Z)} 
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On r£itere l'operation. L 'ensemble des points du compactSC, ou la fonction 
continue u 2 atteint son maximum est un compact noteSC 2 , et ainsi de suite, 
pour 1 < i < m - 1 . 

9C,„ =| X esc, I v Z e£C„ u, (X) > u, (Z)| 

Soit X un point quelconque deSC m . Je dis que X est I'optimum de Pareto 
cherchd. Tout d’abord, on v^rifie aisement que : 

2 (?) D9C, D . . . D9C, O . . . D9C m . 

Done X G 2 (Y), c*est-i-dire que e’est une allocation realisable unanimement 

piiUiie k Y. 

Soit maintenant T € 91 tel que u ; (T) > u^(X) pour tout i. On aura done 
U| (?) > Uj (?) pour tout i. Done T G 2 (Y)’. Comme u, (?) > U| (X), et 
que X maximisait u^ sur 2 (?), on doit avoir ^n rtaliti u^ (?) = u, (X). 
En particulier ? G X t . Comme u 2 (?) > u } (X), et que X maximisait u 2 
sur )t| , on doit avoir en r^alitl u 2 (?) = u 2 (?), et ? G X 2 . On demontre 
ainsi de proche en proche que Uj (?) = Uj (X), e’est-i-dire que ? X, pour 
1 < i < m. Done X est bien un optimum de Pareto strict. 









LEMME 1 

Soil U /' application de 91 dans F" definie par : 

V (X) = (u, (X) u n (?)) 

Si les Uj sont concaves, I 'ensemble U (91) - F” est convexe : 

U (91) - Fj 1 = {(v, v n ) G F" | X G Uj (X) > v,- Vi } 


DEMONSTRATION 

Soient v = (V| v n ) et w = (w,, . . w„) deux points de U (91) -F", et X 

un nombre compris entre 0 et 1. II s’agit de montrer que X v + (1 X) w 
appartient encore & U (9?) F On a : 

3X6 Vi 

aYGa .UiW^Wj Vi 

En multipliant la premiere ligne par X, la seconde par (1 - X), et en ajoutant : 

V i, X u> ($ + (1 X) Uj (Y) > X Vj + (1 — X) Wj 
Utilisons 1’inegalite de concavity : 

\ u, (it) + (i - \) u, (?) < u, <x t + (i - x) 7) 

Comme 91 est convexe, X X + (1 ■ X) Y = ZGS. Ceci donne finalemcnt 
le resultat desire : 

V i, u, (2 > X *, + (1 - X) w, 

LEMME 2 

Une condition necessaire et suffisante pour que X soit un optimum de Pareto 
faible est que : 

(U(X) + Ff ) n (U (91) F ™) = <p (7) 

DEMONSTRATION 

Dire que cette intersection est non vide signifle precis^ment que l’on peut 
trouver un point Y G91, des nombres p ( > 0 et q ; > 0, pour 1 < i < m, tels que : 

Vi, uj (3) + Pi = C?) - 9i 
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Ceci revient a dire que Uj (yj) > Uj (xj) pour tout i, c’est-&-dire que X n’est 
pas un optimum de Pareto faible. 


J’6nonce maintenant un rlsultat de portae tres g^neralc : 

THEOREME DE MINKOWSKI 

Soient dans F m deux convexes non vides disjoints : 

C, ±<j>. C 2 ±<P. Cj nc 2 = <p 

On peut trouver une famille a = (a t a m l de coefficients non tous nuts 

et un nombre b tels que : 

VxGC,. VyGC 2 . ^ a i x i <b< 2^ (8> 

Si en outre iun des convexes est ferme et Vautre compact, il existent une 

famille a = (a t a m ) de coefficients non tous nuls, deux nombresb / et b 2 

distincts, tels que : 

VxGC/. V?6C 2 . S a i x i <b,<b 2 <'z j a l y i (9) 


0 . 

H 

FIGURE 1.21 

Le theoreme de Minkowski affirme qu’enlre deux convexes disjoints C, et C 2 
on peut faire passer un hyperplan H. C’est bien le cas en a, mais non en b (C, 
non convexe). 



Ce theoreme a une interpretation geometrique simple. L’ensemble des points z 
de F n tels que Z aj z ; = b est ce qu’on appelle un hyperplan. Si b = 0, 
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- «, celui de droite restant fixe, ce qui est absurde. 

On peut aussi, dans cette meme inegalite, faire tendre les t ; vers zero (bien 
qu’on n’ait pas le droit de poser tj = 0). On obtient : 


Za i u i (X)>b (12) 

Passons maintenant a I'inlgalitg (10). Elle nous apprend que, pour tout YeS, 
et toute famille (pi p m ) de coefficients positifs, on a : 

S a, (Uj (7) - p,) < b 

On a le droit de prendre les p ( tous nuls, ce qui donne : 

V 7e«, £ u, (7) <b (13) 

On peut diviser les in^galites (12) et (13) par 2, a,, qui est non nul puisque 
les aj sont positifs et non tous nuls. En posant a, = a,, on obtient : 

v 7 e a, £ «, u, (7) < s «, u, (x), 

ce qui est le rdsultat d^sird . 


La boucle est boucl^e. Le moment est venu de nous demander quelle est la 







II. Economies de propriety privee : 
le noyau 


Le chapitre precedent 



comme un critere de 
rationality collective. 


La question se pose de savoir si on ne peut & leur tour isoler, parmi les 
optima de Pareto, d’autres allocations remarquables. L’analyse que nous avons 
menee, particulierement le theoreme d’ Arrow, montre que cela ne peut se 
faire sans Pintervention de facteurs supplementaires. L’eiyment nouveau qui 
va jouer dans ce chapitre est la propriety privee des ressources initiales : elles 
ne seront plus attribuyes en bloc a la collectivity, mais reparties entre les indi- 
vidus. En d’autres termes, on part d’une situation acquise. Grace a cela, nous 
allons pouvoir definir de nouveaux criteres qui permettront de rejeter beau- 
coup d’optima de Pareto. Ceux qui subsisteront formeront ce qu’on appelle 
le noyau de Peconomie. 


criteres. 



1. Coalitions 


Nous consid^rons, comme prec^demment, une collectivity de m agents. La 
societe toute entiere, consensus de m individus, est notee S. Mais on peut 
aussi envisager des regroupements partiels, associations de k < m individus : 
ce seront les coalitions. La definition precise est tres facile. 

DEFINITION 

On appelle coalition toute partie de S. 

On peut prendre, par exemple, S elle-meme : c’est la grande coalition. Mais 
l’agent i peut aussi constituer une coalition, not£e{ i |, a lui tout seul. Entre 
ces deux extremes se situe toute la gamme des coalitions a 2, 3, .... m - 1 per- 
sonnes. D’apres la dyfinition, il faut egalement considercr la partie vide <t> 
comme une coalition (& 0 membre). Si par exemple on prend m = 3, on 
trouve 8 coalitions possibles : 

«,|l|.|2(,|3|,|l,2|.|l,3|,|2.3|.)l,2.3| 

L’ensemble des coalitions n’est autre que 9 (S), ensemble des parties de S. 
On sail que, si S a m yiyments, 9 (S) en a 2 m . II ne faut pas s’attendre cepen- 
dant 4 ce que toutes les coalitions possibles voient le jour simultanement. 
Une certaine communaute d'interets est necessaire pour que des individus 
envisagent de s’associer. Encore faut-il qu’ils contractent effectivement alliance, 
car nombreuses sont les associations naturelles qui se disputent les faveurs de 
chacun. Seules se formeront finalement certaines coalitions. L’ensemble des 
coalitions formees sera notye C , c’est une partie de 9 (S). Les coalitions qui 
n’appartiennent pas a C n’ont qu’une existence virtuelle : elles n’influenceront 
pas le dyroulement des opyrations. On dira que C est une structure de 
coalitions. 

Parmi les structures de coalitions, celles qui sont « equilibrees » jouent un 
role particulier. Elies apparaissent ineluctablement au cours des demonstra- 
tions, mais la veritable raison de leur importance est encore mal connue. Je 
vais tout de meme en donner une presentation intuitive, quitte a en biaiser 
quelque peu la comprehension. Nous nous engageons maintenant sur un 
raccourci, pour arriver plus immediatement a la notion de structure equili- 
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DEFINITION 


Une structure equilibree de coalitions es 
toute coalition C € 6 on puisse associer 


ceer 

= |c e e | CB i}» 


me partie C de 9 (S) telle que, a 
nombre > 0 vdrifiant : 


(3) 


Etant donnee une structure ^quilibrde C C 9 (S), les coefficients oq*, C £(?, 
sont-ils determines de maniere unique ? II n’en est rien en general ; si 
C =|s, | i | | i £ s|, on peut prendre a$ = a et Oj = 1 - a, pour tout 
nombre a € ]0, 1[. Cest toutefois le cas si la structure C est minimale, 
c’est-i-dire que C ne contient aucune structure C' qui soit elle-meme equilibrde : 
C'cfc 9 (S) =* e ' non 6quilibrfe. (4) 

PROPOSITION 2 

Soit C fP (SJ une structure equilibree minimale. Alors : 

(a) il exist e une et une seule famille de coefficients a c > 0 verifiant les 
relations (3), 

(b) C contient au plus m coalitions. 


DEMONSTRATION 

(a) Soient Oq > 0 et Pq > 0, oil C £ C , deux families distinctes de coef- 
ficients vdrifiant les relations (3). Alors la famille Tc = °C + 1 (^c _ °c) 
vdrifie encore les relations (3) ; reste k savoir si elle satisfait aussi aux condi- 
tions de positivitd. Pour t = 0, 7J- = o^- et pour t = 1, 7J, = 0 C ; pour 
0 < t < 1, 7J. appartient a 1’intervalle d’extrtmit^s et 0 C , et est done 
strictement positif. Par hypothese, il existe une coalition Dei! telle que 
a D ^ ; on a done a D > 0 D ou a D < /Jp. Dans ce dernier cas, les rela- 

tions E a c = 2 P c pour tout i € D montrent que l’on peut trouver une 
C£C, c£^j 

coalition E avec a E > On se ramene done & une coalition D £ C telle 
que a D > 0 D - Mais alors 7^ devient negatif pour t > t D = a D (a D - P D f l . 
En prenant le plus petit des t D possibles : 
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PROPOSITION 3 

Toute structure tie coalitions dquilibrees contient une structure minimale. 
DEMONSTRATION 

Soit 6 une structure gquilibrde. Si £ ne contient aucune structure 6quilibrec, 








on considere le simple. xe 
I (S) =)x <EF” 





THEOREME 


e coalition ACS, associons un ferme ( eventuellement vide) F A C S (S), 


de telle s 

V B CS, 2 (B) C U F. 

aCb 

Alors il exist e une structure equilibree C de coalitions et un x qui appartient 
a tous les F c , pour C G C - 








appartier 


existantes. On peut alors se demander si I’ on peut choisir cette structure € 
de telle sorte que les exigences des diverses coalitions C de C soient compa- 
tibles. Le partage pourrait alors etre fait d’une maniere qui convienne a tous 
les C G C : c’est justement ce qu’exprime la condition (7). 

La reponse depend bien entendu des conditions qu’on impose & la structure 
de coalitions £. La premiere idee qui vient a 1’esprit est .de lui demander 
d’etre naturelle et disjointe ( (? sera done une partition de S). Malheureusement 
Pexemple suivant, oil f = 1 et S = { 1, 2, 3} : 

F s = * 

i* i + x i>i»l 
F{i| -l «i)|C) 

montre que la reponse peut etre negative. En effet, on a O F c = <p pour toute 
structure naturelle disjointe, 

e -[si, e--[|i(,|2|.j3|i, oue.-[|i|,ij,k|]. 

Par contre, il existe une structure equilibree de coalitions vgrifiant la condi- 
tion(7), 4 S avoire.[)l,2|,)l.3}.)2.3|] : (’intersection des F c pour 
C £ f est reduite au point (1/3, 1/3, 1/3). On constate d’ailleurs que la 
condition (6) est elle aussi v£rifi6e, puisque F J 4 4 est egal a £ ( | i | ), F J y 4 
contient 2 (| i, j| ), et les Fjy | recouvrent 2 (|l, 2, 3 }). 

Le theoreme exprime justement que, moyennant la condition (6), il est tou- 







DEMONSTRATION 


II sufit d’appliquer le theoreme 4 a la famille des fermes F A , ACS, definie par : 
F A = Fj si A =| i | 

F a = 0 sinon. 

La condition (8) traduit alors la condition (6) dans ce cas particulier. On 



Finalement, C = 9), et la condition (9) s’6crit : 


n F r = n F, # « 

cegr i-i 1 


COROLLAIRE 6 (Petit K K M ) 


Soit S = | / m | . Pour tout i e S, on note D t = S - j 

le simplexe 2 (S) par m fermes K t K m : 

1 i\.Onrecouvre 

Z(S) = U Kj 

(10) 

dotes de la propriete suivante : 


Vies, 2 (Df/ C Kj 

01) 

Alors its ont au mo ins un point commun : 


n K/ <p 
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FIGURE 11.5 


2(1) 


2(3) 



2(2) 


Le petit KKM pour m = 3. Si on 
couvre le triangle par trois ferr 
chacun contenant un des cotes 
ont un point commun au moins. 


DEMONSTRATION 

II suffit d'appliquer le thdoreme 4 & la famille des fermds F A , A C S, ddfinie par : 


n particulier, F s = 0 et F Dj = K ; . La condition (10) exprime que : 
U F a 3 U F D| -UK,* (S) 

t la condition (11) que : 

V B * S, O Kj 3 n 2 (Dj) 


Or le membre de gauche est par definition egal a F B , et le membre de droite 
est par construction dgal a S (B). La formule se rdduit done 4 F B 3 Z (B) 
pour toute coalition B # S, et la condition (6) se trouve done verifiee dans 
tous les cas. 


On conclut done & l’existence d’une structure equilibree 6 C 9 (S) telle que : 


02) 


Ceci s’ecrit encore : 


si bien qu’il suffit de verifier que tous 


les Kj, 1 < i < m, figurent effecti- 




COROLLAIRE 7 

Soil S = \ 1 m }. 0w recouvre le simplexe 2 (S) par m fermis Fj F m . 

Z(S} = Zp, (15) 

i le faqon que Fj contienne le f me sommet et ne rencontre pas la face opposee: 
Vies. Fj 32 ( |i| ) (16) 

V ies, Fj 0 2 (Djl = <t> (17) 

A tors Ies Fj ont un point commun : 

P t F i 4 <t> 
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DEMONSTRATION 

Si B =£ S, Z (B) = OZ (D:). D’apres l’equation (17) : 

DjDB 

E (B) n Fj = <p si Dj D B 

Or Dj D B si et seulement si i £ S. Des formules (IS) et (16) decoule alors 
l’inclusion : 

2 (B) C Fj 

et la formule (8) se trouve done ddmontree. On est done ramene au corol- 
laire S (Grand KKM). 


Le lecteur pourra aisement s'illustrer a soi-meme ces divers corollaires dans le 
cas du triangle (m = 3) : on cherche a le recouvrir par trois fermes F,, F a , F 3 . 
Si Ton impose a chacun d’eux de contenir un cote distinct, ils ont necessai- 
rement un point commun : e’est le Petit KKM Ce n’est plus vrai si on leur 
impose de contenir chacun un sommet distinct. Mais cela le redevient si on 
leur impose en plus de ne pas rencontrer le cot£ oppose : e’est le Grand 
KKM (corollaire 7). 



FIGURE II. 6 


FIGURE 11.7 




r trois fermes, 
sommet mais 
cote oppose. 


Par contre.on peut fort bien recouvrir 
un triangle par trois fermes sans point 
commun, contenant chacun un som- 
met ; Pun d’eux devra necessairement 





DEFINITION 1 
On appelle jeu cooperatif 
vide A de S, d’une partie non vide V (A) de F A , avec : 

V(A)-F a CV(A) (1) 

Suivant une terminologie classique, les elements de S sont 


appelles jo 











encaisseront les gains de leurs membres, et les leur redistribueront suivant 
les conventions prealables. 


Mathematiquement, si la coalition A peut assurer a ses membres l’imputation 
v € h A , elle pourra leur assurer n’importe quelle imputation u € P A 
verifiant 2 u ( = S Vj. II suffit de repartir differemment le gain total qui 
reste inchange. On en conclut que V (A) est necessairement de la forme : 
V(A) =)v'eR a | £ v, < v(A)| (4) 

ou v (A) est le gain total maximum que la coalition A puisse encaisser contre 
toute defense. C’est un nombre, et non plus un ensemble. La propriete de 
suradditivite prend alors une forme plus simple. D’apres la formule (2), 
£ Vj < v (A) et £ Wj < v (B) implique que £ Vj + £ Wj < v (A U B), pourvu que 
A O B = 0. Ceci dquivaut a l’inegalite : 

AnB = #»v (A) + v (B) < v (A U B) (5) 


Imaginons par exemple un milliardaire nanti de trois neveux, et llguant sa 
fortune & celui d’entre eux qu’ils designeront a la majority. On aura v (A) = 0 
pour Card A = 1 et v (A) = f pour Card A > 2. 11 est probable que Ton 
verra deux des neveux s'entendre pour voter sur un meme nom, quitte pour 
Phdritier a reverser la moitil du magot a son partenaire. Mais la personnc 
dvincde ne se laissera peut-etre pas faire aussi facilement, et tentera de dlbau- 
cher un des deux complices en lui proposant une part plus importantc de 
l’heritage. En y reflechissant un peu, on con<;oit que meme un exemple aussi 
simple est riche de possibility. La situation est encore bien plus inextricable 
dans les jeux de type general (sans paiemcnt lateraux). 

En fait, on sait fort peu de choses concernant les jeux cooperatifs a m personnes. 
On ne sait pas predire le ddroulement du jeu ; la vie et la mort des coalitions, 
en particular, reste tres mysterieuse. Ce qu'on sait concerne surtout des proce- 
dures d’arbitrage qui, dans une certaine mesure, dispensent de jouer. Celle 
que nous allons etudier, la plus fertile en applications economiques nous 
conduit au concept du noyau. Pour l’exposer, nous revenons au cadre general 
de la definition 1. 


Supposons qu’un arbitre rassemble les m joueurs, et propose une imputation 





v GF S , soit une utility Vj a l’agent i. Pour que cette proposition soit accepts, 
il faut d’abord qu’elle soit realiste, c'est-a-dire que : 

v€V(S) (6) 

Ainsi, les m joueurs agissant de concert, sont assures de pouvoir realiser 
I'imputation v. Mais pour obtenir cet accord g£n£ral, il faut que chacun y 
trouve son compte. II faut done proposer a I’agent i au moins autant que ce 
qu’il peut s'assurer en agissant tout seul. La formule (I) montre que V ( | i|) 
est un intervalle deF.de la forme : 

V ({«() = l- oo,v({i})l (7) 

oil v ( | i | ) est I’utilite maximum que I’agent i peut se garantir independam- 
ment des autres joueurs. Pour que l'arbitrage propose 'soit acceptable pour 
les m individus, il faut done que : 

V i e S. V, > v (ji|) (8) 

Mais il n'y a pas que les individus dans les jeux cooperatifs : il y a toutes les 
coalitions. Les joueurs passent constamment en revue toutes les alliances 
possibles, et si les membres de la coalition A, en faisant leurs comptes, s’aper- 
qoivent qu’en agissant ensemble, et quoi que fassent les autres, ils peuvent se 
debrouiller pour faire strictement mieux que ce qu'on leur propose, ils feront 
secession et refuseront l'arbitrage. On dira done qu’une coalition A bloque 
I'imputation v eF s s’il existe u € V (A) avec v ; < Uj pour tout i € A. 

DEFINITION 2 

Le noyau du jeu est l’ensemble des imputations de V (S) qui ne sont bloquees 
par aucune coalition. 

Le noyau du jeu represente done I'ensemble des arbitrages acceptables. Il 
nous sera tres utile dans la suite d’en avoir une figuration geometrique dans 
I’espace F m . Cet espace contient V (S), dont le noyau est un sous-ensemble, 
note . Introduisons I’ensemble B (A) des imputations v e F m qui sont 
bloquees par la coalition ACS: 

B(A)=|?eF m l 3u £ V(A) : V i e A, Vi < u, j (9) 

={?en” | ir 4 V£ V(A) -B*| 

={»;' (V(A) -R*)| 
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FIGURE II. 9 

S = { 1 ,2,3 } . On a represente l’ensemble V (A), pour A = | 1 ,2 | ; (dans le plan 
horizontal ; grise le ^lus fonce). L’ensemble B (A) bloque par A est l’intdrieur 
du cylindre ayant V (A) pour bas et des generatrices verticales (volume grise 


Geometriquement, B (A) est un cylindre de P m , aux generatrices parallels 
^ Tr^(O), c’est-i-dire & P S ^ A . En d’autres termes, si v G B (A)^ alors 
v + w G B (A) pourvu que W| = 0 V i G A. Dire qu’une imputation v GB S 
n’est bloquee par aucune coalition signifle que le vecteur v G F m n’appartient 
& aucun des B (A), A C S. La definition 1 definit done le noyau comme 
l’ensemble : 

M = V (S) n ( n C B (A)) (10) 


Dans cette formule interviennent les B ( j i | ), pour i G S. Ce sont en fait 
les demi-espaces de F m formes des points dont la i® me composante est stric- 
tement inferieure a v (|i|) (formule (7)). La formule (10) implique done 
la formule (9). Mais B (S) intervient egalement ; ceci implique par exemple 
qu’aucun point de -fK ne peut etre interieur & V (S). Nous reviendrons sur ces 
considerations dans la suite. Pour l’instant, voyons un peu ce que donne la 
definition 2 dans le cas particular des jeux a paiements lateraux. 


PROPOSITION 3 



FIGURE 11.10 

On a reprisente le noyau dans le cas Ires simple oil il n'y a que deux joueurs 
(m = 2). L'ensemble B (S) n’est aulre que I'intlrieur de V (S). 

DEMONSTRATION 

D’apres la formule (4), I’appartenance v e V (S) se traduit par l'in^galite : 

2 < v (S) 

D’apres la meme formule, dire que v € F m est bloquee par la coalition A 
se traduit par l’inegalite : 



('heritage. 

I’heure. Son noyau est 1'ensemble des imputations (v,, v 3 , v 3 ) verifiant (11) 
et (12), qui deviennent ici : 

v, + Vj + v 3 = f (13) 

v, + vj > f, v, + vj > f, vj + v, > f (14) 

v, >0, v 2 > 0, v 3 > 0 (15) 

On verifie aisement que ces inegalites sont incompatibles : l’addition membre 
& membre des in£galit£s (14) donne 2 (V| + v 3 + v 3 ) > 3 f, contrairement 
a liquation (13). Toute imputation est done bloqu£e par une coalition au 
moins. L’imputation (f/2, f/2, 0), par exemple, que j’avais propose, est blo- 
qu6e par la coalition | 2, 3 qui peut realiser (0, 3f/4, f/4). 


Jeu de la pollution. Chacun des m joueurs possede un jardin propre et une 
poubelle pleine. Le jeu consiste a vider sa poubelle dans le jardin de quelqu’un. 



La encore, on montre aisement que le noyau est vide. On a v (S) = — m 
(nombre total de poubelles) et, si on note Aj, la coalition S\|i|, on a 
v (Aj) = — 1 (le jardin de 1’agent i sert de depotoir a la coalition et le 


96 






malheureux ne peut se venger qu’une fois). En 6crivant l’inegalitl (12) 
pour Aj, on obtient : 

vies, .2 v, > _ i 

On a 14 m inegalites que Ton ajoute membre it mcmbre, ce qui donne : 

(m - 1) Z v, > — m 


En remplagant Z Vj par sa valeur v (S) = - m, on obtient I’indgaliti 
(m - 1) < 1 soit m < 2. Si m > 2, on tient une contradiction, et le noyau 









(17) 


[v c g e, jt c 7e v (C)l »veV(S) 

La formule ( 1 7) peut aussi s’6crire comme une inclusion dans P m : 

c 2fc ( v ( C » c v (S) 08) 


Cette propriety suffit & assurer la non-vacuite du noyau. Bondavera [1962, 
1963] dans le cas des jeux a paiements latcraux, puis Scarf (1967) dans le 
cas general, ont demontre le r£sultat suivant : 

THEOREME S 

Le noyau est non vide pourvu que : 

(a) le jeu soil equilibre et les V ( A ) fermes VACS, 

( b ) W(A) = | y G V(A)\ v { >v( |i |) V iGA | soil borne et non vide VACS. 
Rappelons que v ( |i|) est I’utilitl maximum que le joueur / peut se garantir 
par lui-meme (formule (7)). Comme les W (A) sont en nombre fini, dire qu’ils 
sont homes implique qu’il existe une constante c > 0 telle que : 

VACS, V 3 S W (A), Vie A, w,-v()i()<c (19) 

La demonstration que je vais donner est due a Shapley [1973]. Elle consiste 
a se ramener au theoreme 1 .4 en trois etapes successives. 


Etape 1. Je considere dans P m I’ensemble ® des droites parallels au vec- 
teur 1 = (1, . . ., 1) et orientees dans le meme sens. Elies sont toutes ortho- 
gonales a I’hyperplan H d’equation v, + ... + v m = Zv(|i|) - me oil c 

est la constante de la formule (19). Chaque droite D G ® coupe H en un 
point v et un seul ; la donnee de ce point la caracterise completement. On a : 
D=|?+ it i t G P } (20) 


LEMME 1 

Pour tout v G H et tout ACS, il existe un unique nombre t a ( v) tel que : 
D r\B (A) =\ ? + .M I t < t a M.\ 
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en effet la borne superieure r appartenait a l A (v), on pourrait trouver, tou- 
jours d’apres la formule (9), un u € V (A) tel que Vj + r < Uj pour tout 
i £ A. On pourrait done trouver a > r tel que les inegalites Vj + o< u ( 
subsistent pour tout i e A. Cela signifierait que oG 1 A (v), contrairement & 
la definition de la borne superieure. Finalement, 1 A (v) est necessairement un 
intervalle ouvert de la forme indiquee. 

LEMMF. 2 

La fonction t a : H -> Ft est continue. 

DEMONSTRATION 

Soit v n une suite de points de H convergeant vers v. Posons r A (v n ) = r n 
et r A (^5 = t. Par definition de r A , on a : 

V t < t, 7 + t T G B (A) 
ce qui donne, en ajoutant Ft t A aux deux membres : 

7 + t t - F A C B (A) 

Notons t n = sup |, i + .r e ? + ,r-p*| . De l’inclusion prece- 
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un j € C tel que : 



Considerons alors la coalition J = j j |. Par definition des r A : 

Tj (V) = (v(|'jj) -Vj)>C. 

Dire que v 6 F A implique, d’apres la formule (22), que pour tout i € S : 

en notant I la coalition Id . D’oii deux consequences. En prenant i = j et 
en utilisant I’inegalite precedente : 

r A (v)>c (26) 

puis en Icrivant que v + r A (v) 7 £ B( | i } ) : 
vie A, v, + t a (V)>v({i|): 

D’apres un lemme dont je remets la demonstration i un peu plus tard, j’ai 
I'inegalite : 

V i S A, Vj + r A (v) — v ( | i | ) < c. (27) 

En comparant (26) et (27), on obtient : 

vie A, v, — v(|i|)<0. (28) 

Ces inegalites strides sont en contradiction avec les equations (25) chaque 
fois que A n’est pas contenu dans C. La formule (24) est done etablie, et done 
l’hypothese (23). La demonstration a fait appel au lemme suivant : 
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LEMME 3 


On a (’implication : 

[V <3 A. v, + , A (7) - 01 (29) 

• [Vl<EA,v, + T A it)-v(\i\l<c] (30) 

DEMONSTRATION 

Posons v A = 7r A v et 1 A = rr A 1 . Je vais montrer que la condition (29) 

implique que v A + r A (v)7 A € W (A). L’indgalite (19) fera le reste. 

Soit t n _^< t a (\^ une suite de nombres convergeant vers t a (v). On a 
7 + t n 1GB (A), et done 

v A + t n "l A ^ V (A)~ ft* C V (A). 

Puisque V (A) est fermd, on obtient v A + t a (v) "f A G V (A) par passage 
& la limite. Les indgalites (29) permettent de precise r que : 
v A + r A (v) t A eW (A), 

II ne reste plus qu’i conclure. 

Etape 3. D’apres la formule (23), on est dans les conditions d’application du 
thdor^me 1 .4. On peut done trouver une structure dquOibrde <? de coalitions 
et une imputation v G H telles que : 



D’apres la definition des F^, ceci signifle que : 

V C G e , VACS, T = t c (v) > t a (v$. 

En particular, v c + r 1 q appartiendra k V (C) pour tous les C defi', 
mais n’appartiendra k aucun des B (A), quel que soit ACS (definition de r A ). 
II ne reste plus qu’& se servir de lTiypothese que le jeu est dquilibre (for- 
mule (17)) : 
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V + Tt en / 1 (V(C)) c v (s) 
cee 

"v + rt ?UB(A) 

AGS 

Le rdsultat est done dtabli (formule 10)) : le membre de gauche appartient au 

Pour mieux faire comprendre le role des diffdrentes Stapes, il n’est peut-etre 
pas inutile de faire remarquer que s’il existe v G H tel que t s (v) = max t a (v5, 
e’est-i-dire si F s est non vide, alors v + r s (v) appartient nlcessairement au 
noyau puisqu’elle appartient & V (S) mais non aux B (A), ACS. Malheureu- 
sement, F s peut etre vide, d'ou la nScessitS de faire appel au thSoreme 1.4 
et h 1’hypothise d’Squilibre. 





t termine sur un constat d’echec. 

1’hypoth^se (H 2) qui va sauver la situation. Elle introduit un change- 
radical : la propridti privie des ressources totales Jusqu’i present 
n’dtaient a personne, et il s’agissait de se les repartir. Maintenant on 








dans la formule (3^. II en irait autrement si par exemple on devait 6crire 

(? (y 1 y m ), m lieu 

On arrive done & definir comme acceptables les allocations r£alisables qui 
Ichappent a tous les veto. C’est ce que formalise le concept du noyau : 


DEFINITION 1 

Dans une dconomie de propri^te privee, on dit qu'une coalition ACS 
bloque (’allocation (x 1 , . . x m ) s’il existe des paniers de biens y‘ Gil], i S A, 
tels que : 

VieA.yV,? et.^? =,!*“' < 4 > 

On appelle noyau de I’economie ('ensemble des allocations rdalisables qui ne 
sont bloquees par aucune coalition. 


L’analogie avec le concept de noyau d'un jeu cooperatif est frappante. EUe n’est 
pas seulement formelle : k toute Economic de propriete privee, on peut associer 



coalition A <f>, on pose : 


a (A) - j (y 1 ) I v 1 e A,7 e p; et J? -Zuf ( 
U(A)=|(u 1 S I ))l(J i )e»(A)J 
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a l’economie de propriete privee le jeu 

! + A (s) 


r l 'economic, alors (u t (x 1 ) u m (x m )) 

Reciproquement, si fvj, . . v m ) 











L’ensemble des * 6R) verifiant Uj (x) > v ; est done convexe. D’apr£s la 
formule (7), il contient tous les y^, pour C € f II contient done z\ d’oii : 
vies, U((?)>v, (11) 

Enfin, je dis que (z, , . . z„) est une allocation realisable. Pour cela, il 

sufflt de calculer : 


tz l 

iGs 


= I £ a r 


iesceCj 


% 



Done (z,, . . z,„) e 91 (S). D’apres les formules (10) et (5), € V (S). 

Le resultat est 6tabli. 


Ill 




On en tire aussitot un corollaire important : 

THEOREME 6 

Soit une economic de propriete privee ou les preordres des agents i G S 
sont convexes et continus. Alors son noyau est un ferme borne non vide de F*. 


DEMONSTRATION 

D’apr£s le corollaire 4, il suffit de montrer que le jeu de marche associe a 
un noyau non vide. Verifions done les hypotheses du theoreme 2.5. 

D’aprts la proposition 5, le jeu est £quilibr£. On a V (A) = U (A) - F A , 
et U (A) est (’image de 95 (A) par ('application continue de ((RJ ) a dans F A 
qui aux x 1 associe les u ; (1?). En procldant comme dans la demonstration de 
la proposition 1.4.5, on verifie aisement que 95 (A) est compact. Done U (A) 
aussi est compact, e’est-i-dire ferme borne. On va en deduire que V (A) 
est ferme et W (A) est borne. 

Soit v n une suite de points de V (A) convergeant vers v dans F A . II s’aeit 
de montrer que la limite v appartient a V (A). On peut ecrire v n = u n - w n 
avec u n G U (A) et - w n G F^ A . Comme U (A) est compact, onjjeut extraire 
de la suite u n une sous-suite u n convergeant vers un point u_ de U (A). 
La suite v n converge vers v par definition. Done la suite - w n = v n u n 



du noyau, convergeant vers (x 1 x"), et montrons que la lir 

tient encore au noyau^Elle appartient certainement k ®(S), puisque 
ble est ferme. Et si (x 1 , . . . , x m ) etait bloque par une coalitio 
pourrait trouver des y ‘ G F 1 , tels que : 


Sy' = 2c. 


Vie A, Uj (y 0 > u i (x') 


C S, on 


Puisque x' n tend vers x‘ et que les inegalites sont strides, elles subsisteront 
pour n assez grand : 

Vie A, Uj (y‘) > u 4 (xj,) 

ce qui prouverait que les allocations (xj, , . . . , xJJ 1 ) sont bloqules par la coa- 
lition A. Or ceci est impossible, puisqu 'elles appartiennent au noyau. D’ou 
le resultat. 


Nous avons deji rencontre au chapitre precedent 1’hypothese de convexity des 
preferences. Les interpretations propose es au paragraphe 1.4 restent d’autant 
plus valables que les preferences sont supposees egoistes. Elle traduit des effets 
de saturation, incitant I'individu a equilibrer sa consommation entre les diffe- 
rents biens. Elle nous a deji servi dans I’etude des optima de Pareto, etude que 
nous allons maintenant poursuivre. 

Quels sont les rapports entre elements du noyau et optima de Pareto? Nous 
avons deji foumi une premiere reponse : 


PROPOSITION 





DEMONSTRATION 

Il^est clair que toutc coalition bloquant (y 1 .... , y m ) bloquerait igalement 

(x 1 


Pour gnoncer le rtsultat final, nous noterons 01 1c noyau dc l'lconomie et 
9 l’ensemble des optima de Pareto stricts. 

PROPOSITION 9 

Soil une economic de propriete privee, ou les preordres de preference ^ 
sont convexes el continu Vies. A Ion 9in9 esi non vide (' ) et : 

0lC0ing> IRf (11) 

DEMONSTRATION 

On a vu que le noyau 01 etait non vide. D'aprts la proposition I.S.2, pour une 
allocation (x 1 , . . . , x m ) de0l , on peut trouver un optimum de Pareto strict 

(y 1 y m ) qui soit unanimement prefere : 

(x 1 x m )€(7' y m )-H? 

D’apres la proposition 8, cette allocation appartient egalement au noyau, soit : 

(y‘ y m )e 9n<Dl 

Done 9 n0l est non vide et la formule (1 1) est Itablie. 


FIGURE 11.13 

Toujours m = 2. La courbe (illimitee) 
9*'delimite v (S). Le segment yb repre- 
sente 01, le segment afi represente 9. 
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DEFINITION 


On appelle noyau flou, et on noteTD , l’ensemble des allocations realisables 
qui ne sont bloquees par aucune coalition floue. 





II ressort de ce qui precede qu’une allocation appartenant au noyau flou ne 
saurait etre bloquee par aucune coalition, et appartient done au noyau tout 

IdC 9lC F| m (3) 

Les possibility de blocage ont 6t6 6tendues de manure considerable : il suffit 
de remarquer qu’il y a une infinite de coalitions floues, chacune avec un droit 
de veto, alors qu'il n’y avait que 2 m coalitions. II faut done s’attendre & ce que 
’ffisoit beaucoup plus petit que9l. Je vais essayer de caracteriser cet ensemble. 
Pour cela, je vais avoir besoin d’un intermediaire ; k toute allocation 
(x 1 , . . . , x m ), j'associe l’ensemble SCc F 1 des points £ G F 1 tels qu’il existe 
une coalition floue a, et des paniers de biens y ' € F* , i G A, verifiant : 

V i G A, y x' (4) 

1=1^04(7*-^) (5) 

LEMME 1. 

L’ensemble SC contient iorigine si et settlement si I'allocation fx 1 ..... x m ) 
n 'appartient pas a’16. 

DEMONSTRATION 

Dire que Ton peut prendre £ = 0 dans la formule (5) signifie prtcisement que 
la coalition floue a bloque I’allocation (x* ..... x m ), qui ne saurait done 
appartenir au noyau flou. 


LEMME 2. 

L ’ensemble SC est toujours convexe, a condition que les preordres individuels 
C,- le soient. 

DEMONSTRATION 

Soient f et jj deux points de SC, et X un nombre compris entre 0 et 1 . II s’agit 
de montrer que X f + (1 -X)tj appartient encore X SC . On a : 

f = | -y, (? - <3) avec ? >-, ? (6) 

1^0, (?-<?) avec^h? (7) 
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D’ou, en posant A' = A \ A O B et B' = B \ A n B : 

Xf +(1 -\)v = 2 ^ [X7 i (u i -c?)+(l -X)0i(^ -wi)] 

+ |,\ Ti (?- S') + | <1 - \) ft (7 1 - S') (8) 

Pour i 6 A O B, definissons w‘ € F* par : 


^ = (X 7i u i + (l -X)ftv i )/(X 7i +( 1 - \)h) 

On verifie aisdment que ceci se met sous la forme w* = ^ u 1 + (1 - /ij) v^. 




et toute famille y 1 S F*, i € A, verifiant u ; (y*) > u ; (x‘) V i S A, on ait : 

Pk $k = ,| A Pk“i(yk -<4) >0 00 

t prendre par exemple la coalition floue a = (a, , . . . , a m ) definie 
= 1 si j = i^ Oj = 0 _autrement. Cela donne l'inegalite, valable pour tout 
tel que u ; (y ) > 14 (x ') : 

J, Pk (yi - “D > 0 



Reciproquement, si les m inegalites de ce type, obtenues en faisant varier i 
dans S, sont satisfaites, il suffit de les multiplier respectivement par les m nom- 
bres positifs Oj et de les ajouter pour obtenir I'inegalite ( 1 1). D’ou la caracteri- 
sation annoncee. 


La signification gconomique du theoreme 3 apparait beaucoup plus clairement 
si Ton renforce llgerement les hypotheses. Cela donne : 


COROLLAIRE 4 

On considere une economie de propriete privee dans laquellc, pour chaque 
ieS: 

(a) le preordre 'bZj est convexe et continu 

(b) uf EH 1 , soil to* > 0, 1 < k < l 

et une allocation realisable (x 1 x m ) verifiant : 

Vies. ar'ep' - X et Vn6N, zj, >-*' (12) 

Cette allocation appartient au noyau flou si et seulement si on peut trouver 
des coefficients (pj pfi non tous nuls tels que. pour tout iES 

jj, Pk A = g, Pk <4 (13) 

i? eiB * « '^Pkfk < (14) 

DEMONSTRATION 

Consid^rons la suite zj, de la condition (12). D’apres le theoreme 5, pour 
tout n€Nona I'inegalite : 

Pk z nk ^ Pk <4- 
En passant & la limite quand n -» on a : 

Pk x lc> k |, Pk <4 (15) 


Pour chaque i G S on a une inegalite de ce type. En les ajoutant, on obtient : 




On a l’6galit£ dans cette formule si et seulcment si, pour chaque i 6 S, l’inega- 
lit6 (15) est en fait une 6galit£. Or, il suffit d’^crire que l’allocation 

(x 1 x m ) est realisable : 

V k, Z x‘ = 5 w‘ 

pour obtenir, apres multiplication par p k et sommation en k, l’egalite d£sir6e : 
ill p k Pi *1 

La formule (13) est done dablie, mais le th^ortme 5 ne nous donne qu’une 
version affaiblie de la formule (14) : 

y H =» Pk y k > k 2 Pk xjj (17) 

qui s’dcrit de manure logiquement equivalente : 

2 1 Pk y k < ^ Pk x k =» x'^i y (18) 

On s’est servi du fait que le preordre est total : les assertions x' ^ y et y X- x 1 
sont les negations l’une de l’autre. La formule (1 8) donne la formule (14) dans le 
cas ou l’in£galit6 du premier membre est stride. Reste & examiner le cas 
d’cgalitc : 

k 5, Pk yk = k?, Pk X k 0 9 ) 

Je dis que si y GFj verifie I'equation (13), on peut 1’approcher par y n G F| 
verifiant une inegalitd stride : 

y n - y et V n€ N, £ p k y„k < £ Pk *k (20) 

On en tire x')k . y n grace k la formule (18), et comme le prfordre est continu, 
on peut passer <i la limite quand n On obtient finalementx' y, le 
resultat ddsini . 


Reste k dablir 1’existence d’une suite y n G f| vdrifiant les conditions (20). 
Pour cela, je commence par choisir un point ijGP| tel que : 

jS Pk r?k < ^ Pk 4 ^ (21) 

ce qui est possible puisque u appartient a l’interieur de F^ pour tout nGN. 
Je pose alors : 

y„=(i -J-)y + i^ 
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On verifie immediatement que la suite y n tend veis y et que chaque 
vecteur y n a ses composantes positives. On calcule la somme en tenant compte 
de (13), (19) et (21) : 

k t, Pk ynk “ 0 - J) Jj, Pk Yk + J J, Pk 

< (1 - jj) k ?, Pk Vk + ^ ^ Pk (J \ = k ?, Pk 4 


Au niveau des hypotheses, il n’y a que peu de differences entre le theor^me 3 
et le corollaire 4. On a introduit iine hypothese supplemental (b), suivant 
laquelle chacun des agents est dote de chaque bien. Si peu que ce soit, l’agent i 
possede du bien k : la quantity peut etre tres petite, elle n'est jamais nulle. 
On a aussi remplace l’hypothese (9) de non-saturation globale par une hypo- 
these (12) de non-saturation locale : quelque petit que ce soit le voisinage de 
x' que 1’on se donne, 1’agent i pourra toujours y trouver un panier de biens z' 
qu’il prefere strictement & x 1 . Bien entendu, la condition locale entraine la 
condition globale. Reciproquement, si les preordres de preference peuvent 
etre representes par des fonctions d’utilite concaves, la condition globale entraine 
la condition locale. 

Par contre, au niveau des conclusions, le corollaire 4 est beaucoup plus precis 
que le theoreme 3, et permet une interpretation economique complete. Les 
coefficients (p, ..... pj) sont les prix respectifs des / biens. L’expression 
2 Pjj wjj est la somme que peut obtenir l’agent i en vendant ce qu’il possede 
initialement. Liquation (13) exprime que c’est exactement cette somme qu’il 
lui faudra payer s’il veut obtenir le panier de biens x 1 . Liquation (14) signifie 
qu'il n'y a pas de faqon de depenser son argent qui lui procure davantage de 
satisfaction. En d’autres termes, x 1 est le meilleur choix de l’individu /. Je ne 
fais qu’esquisser une analyse qui sera reprise & loisir dans le chapitre suivant. 

Arretons-nous 1&, et jetons un coup d’ceil sur la route parcourue depuis le ddbut 
de ce chapitre. Nous avons constamment augmente les possibilites de coope- 
ration entre individus, et au terme de cette demarche, nous nous trouvons 
avoir isol6 un ensemble T0 d’allocations realisables, qui se caracterisent naturel- 
lement en termes de prix. Les questions en suspens sont : 
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pour chaque i € A. Dire que la coalition Q peut garantir le panier de biens y 1 
& chacun de ses membres de type i s'exprimera par liquation : 

2 ifiy‘=2 


(on a divise les deux membres par n), ou encore, en posant a^/n = Qj : 

( 22 ) 

Attribuons le panier de biens x 1 € ft 1 & chaque agent de type i .dire que cette 
coalition est bloquce par la coalition Q s’ecrit : 

V i € A, y 1 x‘ (23) 


L’analogie entre la definition 1 et les conditions (22) et (23) est claire, parti- 
culrirement si on divise par ^ a, les deux membres de liquation (2). On 
obtient alors liquation : 

<«) 

dont les coefficients sont des riels compris entre 0 et 1 . On peut les appro- 
cher d’aussi pris que Ton veut par des rationnels. En d’autres termes, quand 
n -* oo, les peuvent 6tre choisis de telle sorte que les coefficients a^/n de 
liquation (22) convergent vers les o’. En ce sens, on peut dire que les coali- 
tions floues reprisentent les coalitions d’une Economic semblable k l’6conomie 
initiale mais ayant un tres grand nombre d’individus : un « agrandissement » 





Cette demarche, consistant & faire croitre l'lconomie indefiment en respectant 
les types d’agents et leurs proportions, peut etre men^e rigoureusement jusqu’& 
son terme. On montre alors que"® reprgsente la limite des noyaux successifs, ou 
encore, le noyau d’une certaine gconomie limite. Voir pour cela Debreu-Scarf 
[1963] ou Hildenbrand [1970]. D’un point de vue pratique, nous retiendrons 
que si le nombre d’agents est assez grand, le noyau 9l de l’economie diffgre peu 
de son noyau flouW. Ceci pouvait dgji se lire dans la definition 3.1 . : le noyau 
est defini par 2 m - 1 conditions (une pour chaque coalition non vide) dans un 
espace de dimension lm (celui des allocations). Le nombre d’inegalites a satis- 
faire crolt beaucoup plus vite avec m que le nombre de variables. 

Mais je procdderai autrement. Certes, par la premiere methode, on peut montrer 
que TP est non vide, c'est-i-dire repondre & la deuxieme question. Mais on ne 
peut pas repondre & la troisieme. En outre, ce sont les prix, introduits par le 
theoreme 3, qui font le mieux comprendre la nature del®. 11 semble done 
naturel de les faire intervenir de manure beaucoup plus fondamentale, e’est- 
i-dire de partir des relations (13) et (14) dans 1'etude deTP. C’est ce que nous 
allons faire au chapitre suivant, ou la notion de prix sera fondamentale. Le 
chapitre II aura servi a nous montrer qu'elle n’est nullement artificielle ou 
imposee de l’extgrieur, mais qu’elle surgit des nlcessites internes de la coope- 
ration entre tr£s grand nombre d’agents economiques. 
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III. Economies de propriety privee : 
equilibres 


Le chapitre precedent s’est termini sur la definition d’un ensemble Tft d'allo- 
cations rdalisables, chacune associde k un systeme de prix. Ceux-ci apparaissent 
done naturellement, non par une intervention <t range re, mais d'aprts les neces- 
sites internes d’une economic de propriete privee. 

Je vais reprendre cette analyse, en considerant cette fois la notion de prix 
comme primitive : e’est le but du present chapitre et du suivant. Le premier 
se replacera dans le cadre du chapitre II (egoisme des preferences, propriete 
privee des ressources initiates), avec quelques hypotheses supplemental 
(monotonie et regularite des preferences) qui permettront de pousser l’analyse 
tr6s loin et de recourir k des methodes geometriques. Ces hypotheses disparai- 
tront au chapitre IV, qui introduira en outre la production, absente de notre 
modele depuis le debut. Le probieme de fequilibre y sera done traite dans toute 
sa generalite, le chapitre III etant une sorte de repetition generale. Dans fun 
comme dans l’autre on ne fera usage que de prix positifs. 

1. Les demandes individuelles 

L’introduction d’un systeme de prix necessite que les agents se soient mis 
d’accord sur une certaine unite de compte. Celle-ci permet d’evaluer la richesse 
de chacun : le transfer! d’un panier de biens x G Pj de l’agent /' vers l’agent / 
se solde par le transfer! de £ Pk x k unites de compte de 1’ agent /vers l’agent i 
Le coefficient p k est le prix du bien k ; le vecteur p = (p, , . . ., pj) G P* est 
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mis en place au chapitre precedent, § 3. Je fais encore, et pour toute la suite, 
les hypotheses (HI) (£goisme des preferences) et (H2) (propriete privee des 
ressources initiales). Je fais en outre l’hypo these. 

• (H3) pour tout i € S, le preordre y j est continu, monotone et strictement 


L’agent i est done caracterisd par sa relation de preference y ( et ses ressources 
initiales propres co‘ € F*. Sa fonction d’utilite u; ne depend que du panier de 






La feponse decoule logiquement des divers concepts en jeu, £ condition que 
Ton comprenne bien que ces prix sont fix^s. Les individus les subissent et ne 
les influencent pas. Us mettent toutes leurs marchandises en circulation, sans 
tenter d’en garder par devers eux pour faire monter les prix. Certes, l’accapa- 
rement fesulte bien souvent d’incertitudes sur 1’avenir, qui sont absentes de notre 
module : le cas le plus dfebre est la France sous la Terreur. Mais il est utilise 
aussi en situation de provision parfaite : nous sommes habitues k voir des orga- 
nismes pubUcs stocker les produits agricoles aux frais des contribuables pour 
maintenir les prix ! Pourquoi done n’y aurait-il pas d’accaparement dans notre 
module ? On peut invoquer l’esprit civique des citoyens ou la contrainte sociale. 
Un moyen plus sur consiste k s’assurer que personne ne ddtienne une fraction 
suffisante des ressources initiates pour influer sur les prix de manure significa- 
tive. Je reviendrai sur cette question un peu plus tard. 


Les agents economiques prennent done les prix conune une donnle exferieure. 
Au vu du sysfeme de prix p = (p, ..... P|), l’individu i calcule d’abord sa 
fortune en unites de compte : 

r i = <p, w* >. 

Cette somme lui ouvre un certain Iventail de possibility s, d’autant plus Itendu 
que sa riche&e est plus grande. Plus pfecisdment, le consommateur i peut pfe- 
tendre k tous les paniers de biens y €F * qui coutent moins cher que r. Us 
constituent 1 ’ensemble de budget, que nous noterons : 

Brt=) yeRjKp.yXi 1 !. (l) 

II ne lui reste plus qu’& se determiner, ce qu’U fait grace k sa relation de prefe- 
rence. L’ agent i choisit ce qu’U pfefere dans son ensemble de budget, e’est- 
i-dire qu’il se met en quete d’un panier de biens x‘€B (r 1 ) v6rifiant : 

VyeBtf), V, (2) 
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ji sfecrit aussi : 

VySlKr 1 ), u i 6T')>u i ^). 


(3) 




FIGURE III. 2 

/ = 2. Lc comportement de I’agent i. En grisd l'enscmble de budget B (r*) : il 
contient oj ‘ puisqu'il provient de le vente de celui-ci. Le consommateur peut se 
payer tous les paniers de biens correspondents : c’est x qu’il prdfire. En ce 
point, la courbe d’indifference est tangente a B ( r*), ou plutot 4 son bord. 


En termes mathematiques, l’agent i cherche & maximiser sa fonction d’utilitd 
sur son ensemble de budget. En termes dconomiques, chacun choisit ce qu’il 
prdfere parmi ce qu’il peut se payer. C’est possible sans ambiguitd, pourvu 
que les prix soient tous strictement positifs : 

PROPOSITION 1 

Supposons le prix de chaque bien strictement posit if : V k, p k > 0. A tors I 'en- 
semble de budget B (r) est convexe, compact et non vide, quel que soil r > 0. 

DEMONSTRATION 

De la formule (1) il ressort que B (r) contient au moins l’origine, pourvu que 
r soit positif. C’est l’intersection de 1’orthant positif F* et d’un des demi-espaces 
fermds limitds par l’hypetplan d’dquation < p, y > = r. Il est done convexe 
fermd. Reste k montrer qu’il est bomd. 

Soit y un point quelconque de B (r). Ses composantes sont toutes positives et 
vdrifient l’indgalitd : 

Pk yk < r - 
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FIGURE III. 3 

/ = 2. Le simplexe des prix II est le 
segment AB, prive de ses extremity. 
Son adherence est le segment AB 

systeme dejxrix positifs q par les prix 
normalises p = (p, , p 2 ). 


Comme les coefficients sont tous positifs, chacun des teimes du premier 
membre est positif et majore par r : p k y k < r pour 1 < k < 1. On peut diviser 
les deux membres par p k , puisqu'il est suppose non nul. On obtient 
I’encadrement : 

0 < y k < r/pij pour I < k < I, (4) 

valable pour tout y appartenant k B (r). Cet ensemble est done bom£. 


COROLLAIRE 2 

Supposons le prix de chaque bien strictement positif: V > 0. Alors, pour 
chaque i € S et chaque / > 0. il existe un panier de biens x 1 e B (/) et un seul 
tel que : 

( 2 ) 

DEMONSTRATION 

D’apres le thdoreme 1.4.3, la relation de preference ^ s £tant continue, il en 
sera de meme de la fonction d’utilit6 Uj. Celle-ci atteint done son maximum 
sur l’ensemble compact B (r 1 ) (proposition 1) en un point x 1 . Celui-ci appar- 
tient k B (r‘) et vgrifie la condition (3), done la condition (2). Reste & montrer 
qu’il est unique. 

Supposons qu’il y ait deux points x'eB (r‘) et z 1 € B (r 1 ) verifiant la condi- 
tion (2) : 

VyGB^), x^y et y. 
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En prenant successivement y = x‘ et y = z 1 dans cette formule, on obtient 
x' A* z. Comme le prtordre est strictement convexe, on en deduit que : 
+ x 1 . (5) 

Mais (x‘ + z ')/2 est un point de B (r‘), puisque cet ensemble est convexe. La 
formule (S) contredit done la maximalitl de x 1 , et le rdsultat est dtabli. 


Si on annonce un syst&me de prix p G IR l'agent / repond en demandant le 
panier de biens x‘ d^fini par le corollaire 2. Remarquons que si on multiplie 
tous les prix par un meme nombre, la demande de l'individu /' est inchang^e. 
Economiquement, cela revient a changer l'unitl de compte, et ^ dire que cela 
n'affecte pas les consommations individuelles. Le passage au franc lourd en 
1960 a divise tous les prix par 100. Math6matiquement, cela se traduit par : 

PROPOSITION 3 

L 'ensemble de budget de cheque agent i G S reste inchange si tous les prix sont 
multiplies par une meme constante \>0. 

DEMONSTRATION 

Soit done X p le nouveau systeme de prix. La fortune de l’agent / devient : 
r\ = <Xp, w‘> 
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dans son ensemble de budget. 

La donn^e des fonctions de demandes individuelles d‘ : FI -*■ fij resume tout le 
processus que nous avons decrit. Elies jouissent de proprietes remarquables : 

PROPOSITION 5 

Pour tout pen et tout i G 5. on a : 

<p, j (p)> = <p, Z‘ >. (9) 
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DEMONSTRATION 
Soit x 1 = d‘ (p). Supposons que 
<p,x‘>< <p, w‘> 

et montrons que I’on arrive k une contradiction. Comme cette inegalite est 
stride, elle subsiste si on augmente toutes les composantes de x 1 d’un nombre 
e > 0 assez petit : 

£ Pv (xj + e ) < ^ Pk tojc 


Soit^z ' le panier de biens (x‘ + e x{ + e )■ U est certainement different 

de x‘, et il lui est prffere, puisque le prfordre est monotone. L’inegalite 
pr6c^dente montre qu’il appartient aussi a l’ensemble de budget. Mais x‘ est par 
definition le seul panier de biens de B (r 1 ) p re fere & tous les autres : 
y SB (r*» ->?!-,». 


Comme z' x 1 , on a par transitivity : : 
y e B (r 1 ) - 

Done zT* jouit des memes proprietes que x‘. D’apres I'unicite, z' = x'. C’est 
la contradiction desirfe. 


En d'autres termes, pour financer sa demande individuelle, l'agent i doit vendre 
tout ce qu’il possede. II ne peut pas conserver de ressources inemployees. Tour- 
nons-nous maintenant vers les proprietes de regularity de d‘ : comment varient 
les demandes individuelles quand les prix changent ? 

PROPOSITION 6 

Les fonctions de demandes individuelles c? : n -*• F* son t toutes continues. 
DEMONSTRATION 

Supposons que ce ne soit pas vrai. On pourrait alors trouver un i G S, une suite 
p n € n convergeant vers p G n, et un e > 0 tels que : 

VnGW I d* <5,,) — d* Cp) II > c (10) 
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Nous allons montrer que c’est absurde. En effet, on sait que d 1 (p n ) appartient 
k l'ensemble de budget B (rj,), avec rj, = < p n , c o' >. On beneficie done de l’en- 
cadrement (4) : 

0<d{ c (p n ") <rj, / p^ pour l<k<l. 

On sait aussi que la suite p^ converge vers p^ > 0, pour 1 < k <1. On peut 
done trouver deux nombres M > m > 0 tels que : 

Vn€N, Vk, m^p,^ <M. 

En reportant dans l’indgalitd prdeedente, on obtient immediatement : 
VneW,Vk, 0 < djj (p n ) < — Z 

La suite d' (p„) reste done contenue dans un bomd fixe. On peut done en 
extraire une sous-suite convergente. Nous la noterons d 1 (p (n) ), et z‘ sa limite : 
d'(p( n )) -* z 1 quandn-»»>. (M) 

II s'agit maintenant d'identifler z 1 . On sait que les d 1 (P( n) ) appartiennent i» 
1’orthant positif P", qui est ferme ; il en sera de merae pour z‘. En passant 
& la limite dans les in£galit<s (qui sont en fait des egalitds) : 

<p n ,d‘(p n )> < <p n ,«‘> 
on obtient : 

<p,z‘> < < p, Z l >, 

done z ' appartient a l'ensemble de budget B (r‘), avec r 1 = < p, to' >. Je dis 
que c’est le panier de biens que l'agent » pr^fere dans cet ensemble, e’est-i- 
dire que z 1 = d 1 (p). 

En effet, commenqons par comparer z 1 aux paniers de biens y tels que : 



Comme l’inegalite est stricte, elle subsistera dans tout un voisinage de p. On 
pourra done trouver N assez grand pour que : 

Vn>N, <p„,y> < <p n ,to'>. 

Par definition des fonctions de demandes individuelles, ceci implique que : 
V n > N, d 1 (p n ) ^ y . 
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Comme le preordre ^ est continu. et que la suite extraite d‘ (p, n) ) converge 
vers z\ on obtient par passage a la limite : 



On a done montre que z 1 est prefere a tout panier de biens qui coute stricte- 
ment moins cher que r 1 . Dans le cas d’egalite : 

<p, y > = r' 

il suffit d’approcher y par la suite y n = ( 1 - — ) y . On aura alors : 

<p,y n > = (1 - - ) r* < r* (') 

done z' y n d’apres ce qui precede, et z‘ y par passage a la limite. 

On a ainsi montre que z 1 jouit de toutes les proprietes de d 1 (p). D’apres 
l’unicitl : 

z' = d 1 (p) 

et la formule (11) s’^crit done : 

di (P(n>) ^ di (P)' ( ,2) 

Mais 1’hypothese (10) signifie justement qu’on ne peut extraire de la suite 
d 1 (p n ) aucune sous-suite convergeant vers d 1 (p). Les formules (10) et (12) 
nous foumissent done la contradiction cherchee. 








PROPOSITION 7 

On se donne i G S, r 1 > 0 et p G 11*. c 'est-a-dire que p k = q 

(a) II n'existe dans B (r i ) aucun panier de biens que iagent i prefere d tous 
les autres : 

VxeB(i>), 3yeB(Sl:y >-, x. 

(b) Soil p n une suite dans n convergeant vers p. Si I'on aio k >0 pour tout k, 
la demande de l 'agent i tendra vers I'infmi : 

w' e #»' et p„ k -*0=* £ df k (pj - + ~. (13) 

DEMONSTRATION 
On prendra toujours k = 1 . 

(a) Soit x = (x, ..... Xj) G B (r 1 ). Pour construire un panier de biens y G B (r 1 ) 
qui lui soit pigferl, il sufflt d’augmenter la quantity de biens I, c’est-&-dire 
de poser y = (y, , Xj , . . ^ x ( ) avec y, > x, . Comme le prix p, est nul, le panier 
de biens y appartient encore a B (H). Comme le preordre Jjj. est monotone, on 
a y x. II s’agit de montrer que la preference est stride. Pour cela, on intro- 
duit le panier de biens z = ( * - ^ - , x,, . . ., x,). On § a zX- x par stride 
convexity du preordre Xi’-et aussi y^-, z par monotonie. En utilisant la transi- 
tivity, cela donne bien y X*, x . 


(b) Soit done p n une suite de II convergeant vers p G n, , et supposons que la 
demande de l’agent / ne tende pas vers l'inflni. Cela veut dire qu’on peut extraire 
une sous-suite notee p^ n j telle que la demande reste bornee : 

3c: k 2 <4 <c. 

Mais alors les vecteurs d‘ (p (n) ) restent dans un borne fixe de Ft 1 , a savoir le 
cube de cotes (o, c). On peut done en extraire une sous-suite convergente. II 
existe done une nouvelle sous-suite, not£e P((„)), et un point x GF 1 tels que : 

II ne reste plus qu’i identifier cette limite. Les d 1 (p n ) appartiennent tous <t 
0\J, qui est formy ; il en sera de meme pour x, qui est done un panier de biens. 
Pour chaque n GW, on a les proprietys suivantes qui dyfinissent d 1 (p n ) : 
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demande de Fun des biens au moins tend vers l’infini, sans qu’il s'agisse n6ces- 
sairement du bien k. C’est qu’il se peut que le prix p^ d’un autre bien / tende 
vers z^ro plus vite que p^, et que la demande de l'agent i se concentre alors 
sur le bien j. Cela ne se produira pas si, par exemple, pj ¥= 0 pour j =/= k : seul 
le prix du bien k tend vers zero. On peut alors obtenir une conclusion plus 

[Pk=0-Pj*0pourj±k] - df k (p„) - °°. (14) 


2. Les prix d’6quilibre 






se reduit done k la quantity initialement presente dans l’dconomie, e’est-k-dire 
k la constante fi k . Je rappelle qu’elle est repartie entre les divers agents : 

n k =w k + - + w k- (O 

Quant k la demande de bien k, on I’obtient simplement en ajoutant les demandes 
individuelles. C’est done une fonction de tout le systkme de prix p (et non 
seulement du prix p^). donn^e par : 
d£ (p) + • • • + dg* (p). 

On introduit classiquement la fonction d 'exces de demande z : 11 -* F 1 ddfinie 
par : 

z(p)= 2d j (p)-3. (2) 

Comme son nom l’indique, la composante z k (p) repre sente 1’exces de la 
demande sur 1’offre pour le bien k. L'6galit6 de l’offre et de la demande sur tous 





FIGURE III. 6 


I = m = 2. On a represente la situation des deux agents lors d'un equilibre. On 
remarque que, d’un diagramme a I'autre, les courbes d'indifference et la repar- 
tition initiate to changent. Seul le systeme de prix p, c'est-d-dire la pente pj/p, 
des droites 1 et 2, est la meme. 

DEMONSTRATION 

Les conditions (b) et (c) expriment simplement que x‘ = d' (p), d'aprcs la 
definition 1.4 et la proposition l.S. La condition (a), en vertu des formules(l) 
et (2) signifle que z (p) = 0. 


On retrouve la meme caracterisation qu’au corollaire U.4j6 ! L’ensemble des 
allocations d’equilibre n’est autre que W . Les procedures decrites aux chapi- 
tres II et III, aboutissent done au meme rdsultat. Elies sont pourtant totalement 
differentes, par l’esprit comme par la lettre. La premiere necessite une infor- 
mation parfaite des individus, et fait intervenir tous les degrds de collaboration 
possibles. Chaque coalition floue calcule ce qu’elle peut realiser, et le compare 
& ce que peuvent proposer les autres. Dans la seconde, au contraire, I’individu 
rdagit au systeme de prix selon ses ressources et ses gouts personnels, sans 
aucunement se preoccuper d’autrui. La seule information dont il ait besoin 
est contenue dans le systeme de prix normalise. S’il est bien choisi, c’est-&- 
dire si e’est un systeme de prix d’equilibre, l’agregation des demandes indivi- 
duelles aboutira au niveau global & une allocation realisable, sans que pereonne 
s’en soit jamais prdoccupe. 

Les ndo-classiques n’ont pas fini de s’etonner de ce petit miracle : chaque 
individu n’a souci que de ses interets propres, et ignore ce que fait son voisin ; 


140 



pourtant les demandes individuelles sont globalement cohdrentes, puisque Ieur 
somme est dgale aux ressources totales. Ce miracle subsistera meme au chapitre 
suivant, lorsque nous aurons introduit la production. Dans une formulation 
cdlebre de 1 776, Adam Smith I’attribue a une « main invisible » . II ne s’agit 
d’ailleurs moins d’un etonnement naif devant les prop rid tds mathdmatiques du 
modele que d’un acte de foi dans leur pertinence dconomique. Ddmontrer, 
k partir d’hypothdses de convexitd, 1’existence de prix d’equilibre, est une 
chose. Afflrmer que les prix observds dans une dconomie de libre dchange 
sont des prix d’dquilibre, en est une autre. Ce n’est pas seulement afflrmer 
que la rdalitd est conforme au modele : cela nous apprendrait simplement que 
seuls les prix d'dquilibres permettent d’effectuer les transactions, puisque seuls 
ils conduisent k un dquilibre entre l’offre et la demande. C’est aussi afflrmer 
que les dconomies concrdtes disposent de mdcanismes naturels pour calculer 
ces prix d’equilibre et les imposer sur le marchd. La mise en dvidence, thdorique 
ou pratique, de tels mdcanismes est extremement ddlicate, voire probldmatique. 
Nous aurons l’occasion d’y revenir. 


ADAM SMITH. The Wealth of Nations, 1 776 



Mais nous n’avons pas encore rempli notre programme. Nous sommes arrivds a 
la notion d’allocations d’dquilibre par deux voies diffdrentes. Encore faut-il 
montrer que cette notion n’est pas vide, c’est-i-dire qu’on peut effectivement 
trouver des allocations dotdes de toutes ces propridtds merveilleuses. Cela revient 
i montrer qu’il existe un systeme de prix d’dquilibre, c’est-i-dire que 1’equation 
vectorielle (3) a des solutions p dans n. Les premiers & avoir rdsolu ce probldme 
soi\t Abraham Wald [1933-1936) et John von Neumann [1937]. Leon Walras, 
le fondateur, dans ses Elements d 'economic politique pure de 1874, s’etait 
contentd de montrer que l’dquation vectorielle (3) se ramene k un systdme de 
$ - liquations scalaires a (£ - l)inconnues. Ce n’est d’ailleurs pas si dvident 
que cela, et il a du etablir a cette occasion la loi qui porte son nom : 
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PROPOSITION 3 

La fonction d'exces de demande sat is fait la loi de Wains : 

Vpen. <p, z (pj>=o. (4) 

DEMONSTRATION 
D’apres la proposition 5 : 

ViGS, <p,d i (p)-w i > = 0. 

En ajoutant toutes ces 6galit6s membre a membre 
ViGS, < p, 2^ d‘ (p) — Z co' > = 0. 

II ne reste plus qu’i appliquer les formules (1) ct (2). 


Ecrivons alors liquation vectorielle (3) composante par composante : 
z, (p, P|) = 0 » 

< 5 > 

Zl(Pi P|) = 0. ‘ 

On cherche les solutions p G n, c’est-i-dire que 1’on impose aux inconnues 
p, , . . . p, les conditions supplemental res : 

p, >0,...,p,>0. (6) 

Pi +... + Pi= 1. (7) 

Les / inconnues ne sont done pas indlpendantes. Heureusement, les / 
equations ne le sont pas non plus. La loi de Walras que satisfait la fonction z 
permet de deduire la demidre equation des p re ce dentes par la formule : 


Zl (P, , • • •. Pi) = - [ Pk Zfc (p, , • • Pi)] / Pi- 
De meme, la formule (7) permet de deduire la demiere inconnue des piece- 
dentes par la formule p ( = - (p, + . . . + p,_,). Finale ment, le systime (S) 
sous la condition (7) se ramine aux (8 - 1) equation scalaires & (8-1) 
inconnues : 

z, (p,, - - Pi_, . 1 - P, - ... - Pi-i) = 0 \ 


zi-, (p,, • • ,Pn » 1 “P, “ • • • - Pl-i) = °- 
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l’dtait pas le cas, il existerait un point r G n tel que t 
it strictement negatifs. En ajoutant tous ces termes, on ol 

- i r k <0, 

ct f (r) appartiennent au simplexe fl, chacune des somi 
ne contradiction manifeste. 

ler le petit KKM & la famille K k , pour 1 < k < 1. Elle 
qGK k . 

les f k (q) - q k sont tous positifs. Si 1’un d’entre eux n’ 
i en les ajoutant une quantity strictement positive : 




D’un point de vue analytique, le theoreme de Brouwer donne des conditions 
pour que le systeme d’lquations scalaires (p, , . . P[) - Pi = 0,ou 1 <k< C, 
ait des solutions dans 11. Malheureusement, elles ne permettent pas encore de 
s’attaquer au probteme ( 8). II nous faut les Itendre tegerement. Dans ce but, 
je vais introduire la notion de correspondance (' ). 

Une correspondance F de X dans Y est une application de X dans 9 (Y) ; on la 
notera F : X 6 Y. A tout point x G Y, elle associe une partie F (x) C Y. La 
notion de correspondance £tend la notion duplication. Si f : X -* Y est une 
application, F (x) = |f (x)| est une correspondance; reciproquement, si 
F : X 6 Y est une correspondance, telle que F (x) soit un singleton quel que 
soit x G X, alors on peut 6crire F (x) = jf ^x) j ce qui definit une application 
f : X -» Y. En d’autres termes, les correspondances se distinguent des applications 
en ce que F (x) peut contenir plus d’un point. Beaucoup de notions, habituel- 
lement as socles aux applications, s’dtendent sans difficult^ aux correspondan- 
ces. Un point fixe d’une correspondance F : X 6 X sera un point x G X tel que 
x G F (x). Le graphe d’une correspondance F : X -* Y sera l’ensemble : 

Graphe F = |(x, y)G X x Y ly G F (x)| . 



X 


FIGURE III. 9 

Le graphe d’une correspondance semi-continue superieurement. 



PROPOSITION 5 


So it F: X S Y une correspondance. On suppose Y borne dans IR , 1 et tous les 
F(x) femes. A lors il est equivalent de dire : 

(a) F est de graphe feme. 

(b ) Pour tout ferme T C Y, l' ensemble des x tels que F (x) rencontre T est 
fermd dans X. 

DEMONSTRATION 

Montrons que (b) implique (a). Soit done (x n , y n ) une suite de points du graphe 
de F, convergeant vers (x, y) ; il fc’agit de montrer que (x, y) appartient encore 
au graphe de F. Donnons-nous e > 0 arbitrage, et considdrons la boule feimie 
B (y ; e ), de centre y et de rayon e , dans Y. Comme la suite y n converge 
vers y, cette boule contient tous les y n k partir d’un certain rang. Mais y n 
appar 




DEMONSTRATION 


II suffit de considdrer la correspondance F (x) = { f (x) } et de lui appliquer 
la proposition prdcddente. Les F (x) sont des singletons, et sont done fermds ; 
dire que F (x) rencontre T signifie que f (x) G T . La condition (b) dit alors 
que 1’image rdciproque f 1 (T) est fermee dans X, quel que soit T fermd dans Y, 
ce qui est une caractensation de la continuity. 


Nous pouvons k present dnoncer une extension naturelle du thdoreme de 
Brouwer aux correspondances. 

THEOREME 7 (Kakutani) 

Soit F une correspondance de 11 dans lui-meme. On suppose que son graphe 
est ferme, et que ses valeurs F (pj sont convexes. fermees, non vides. Alors 
elleadmet un point fixe: 

3 <7 G 11 . q €F(q). 

DEMONSTRATION 

Celle que je vais donner consiste k approcher F par une application f, It appli- 
quer k celle-ci le thdordme de Brouwer et & passer k la limite. Cette approxi- 
mation n’est possible que parce que F est & valeurs convexes. 


Ddcoupons le simplexe 11 en simplexes semblables, d'aretes n fois plus petites, 
done de volume n 1 ' 1 fois moindre. 11 faudra done n 1 "' de ces simplexes pour 
remplir 11. Soit Z l’un quelconque d’entre eijx, et Ip 1 , . . ., p*| ses sommets. 
Tout point de Z se met sous la forme p = Z 0 * p*. oil les a* sont des coef- 
ficients positifs de somme un. Si Ton se donne pour chaque sommet fp 1 de Z un 
point q* de II, on peut definir une application affine >p : Z -» 11 par la formule : 

o k p c ) = Z^ o k ^ k . (11) 

Le ddcoupage de fi en sous-simplexes est ddtermine par les sommets deceux-ci :ils 
forment un rdseaufR n rdgulier^ de maille >/2/n. Pour chaque sommet p GS^, 
on choisit un point q dans F (p). On emploie le proeddd ci-dessus dans chacun 
des sous-simplexes obtenus par ddcoupage. Si deux d’entre eux, Z 1 et Z 2 , 
sont adjacents, ils ont en commun une face et ses (C - 1 ) sommets 


| p 1 , . . J) 1 " 1 1 , et la formule ( 1 1 ) ou a, = 0 montre que >p l ct <fi 2 coincident 
le long de cette face. Les fonctions ^ definies sur chaque sous-simplexes 2‘ 
se recollent done en une seule fonction f„ : II -* fl, dotde des propri^tes 

(a) f n est continue. 

(b) VpSS,,, f n (p)GF(p). 

(c) Sur chacun des sous-simplexes ifcmentaires, de cotd y/2/n de sommets 
|p',...,p I | C« n ;ona : 

(i2) 


Comme f n est continue, on j>eut lui appliquer le thlorgme de Brouwer. Elle 
posse de done un point fixe q n = f n (q n ). Ce point appartient n6cessairement 


& l’un des sous-simplexes Itementaires, de sommets j p„, . . pj, J C $ n . 
On pourra done dcrire, grace aux formules (c) et (b) : 

^ p5 - ««* f„ (JJ3 (13) 

Vk.f„(pS)€F(S;) (14) 

sans oublier que : 

Z a£ = 1 et V k, a* > 0 (15) 

| = ^npour l<k,j<n. (16) 


II ne reste plus qu’ii faire tendre n vers finfini. Pour chaque k fixe, le sommet 
pj, son image f n (pk) et le coefficient a£ restent dans un compact fixe quand 
n tend vers l’infini, k savoir, pour les deux premiers le simplexe II, et pour le 
dernier l’intervalle [0, 1]. On peut done extraire des sous-suites convergentes : 


fcnlSfc))-^ 


pour l<k<l 


07) 


(18) 
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En passant & la limite dans la formule ( 16), on obtient Ip - p’ 1 = 0, c’est-k- 
dire que p* = p* pour 1 < j, k < 1. On notera q ce point, qui est done la 
commune limite des suite P( n) : 

p||,)-*q pour 1 <k<l. (19) 

En passant & la limite dans la formule (15), on obtient : 

2 a k = l et Vk,o k >0. (20) 

En passant k la limite dans la formule (13), grace aux convergences (17), (18), 
(19), on obtient : 



Le premier membre n’est autre que q, & cause de legality (20). Pour ^valuer 
le second, il faut se servir des convergences (17) et (19), et se rappeler la for- 
mule (14). Comme le jjraghe de F est ferm6 et contient les (pJ^j, f (n ) (pjj,))). 
il contient leur limite (p, r*). Done les r*, pour 1 < k < 1, appartiennent tous 
k F (q). Comme cet ensemble est suppose convexe, il contiendra aussi leur 
barycentre 2 a* ~P t . Liquation (21) nous donne finalement le r^sultat d^sir6 : 
q€F(q). 


Le thdoreme de Kakutani a 6t6 invente pour les besoins de la thdorie des jeux. 
De 1950 k 1970, avant I'introduction des mlthodes de topologie differentielle, 
il a le principal outil de I’^conomie mathematique. Les divers rtsultats 
d’existence de prix d'equilibre reposent en general sur une variante de Kakutani 
et sur les propriltls speciales de la fonction z. 11 s’agit d'une part de la loi de 
Walras, d’autre part de propriytes de continuity rappelees ci-dessous : 

PROPOSITION 9 

La fonction d 'exces de demande z: n -*■ F* est continue et bomee inferieure- 
ment par : 

VpG n. z k (p)>-Sl k = - 2^ J k 
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, Pr ,o.....o)e n. 


Soit p„ une suite de n convergeant vers un point p =(p 1 , 

Alors, pourvu que u>\ soit non nul pour tout i et tout k : 
fi) les z (p n ) restent homes, pour 1 <k <r 
( ii) it y a des k>r + l tels que z* (P n ) + °°. 

DEM0NSTRAT10N 
La premiere partie suite immediatement de la foimule (2) : les fonctions d 1 
sont continues, £ valeurs dans F '• Pour la deuxieme, on utilise la proposi- 
tion 1.7 (b) et la loi de Walras. De la formule (13) et du fait que les d k sont 
positives, il resulte que 1’on doit avoir d k (p n ) -+ 4- «*> pour un indice k au moins. 
En reportant dans la definition de z la demande de l'agent on obtient que : 

3ke £ [ : 2 k (p„) . 

La loi de Walras sicrit, pour tout n G N : 

k 2<Pkn.Zk(Pn)>=0 (22) 

et l’on sait que les coefficients sont positifs et convergent vers p k • Or les 
z k (p n ) sont minors par - fi k ; done, ou bien ils restent bom6s, ou bien on 
peut en extraire une sous-suite z k (p, n) ) tendant vers + Ce dernier cas ne peut 
se produire que si la limite p k est nulle, e’est-i-dire k > r + 1 ; autrement, les 
termes < p k („), z k (P(„)) > tendraient vers + °°, et le premier membre de liqua- 
tion (22) ne saurait rester nul. 


Je vais & present d£montrer l’existence de prix diquilibre dans notre contexte, 
suivant la demarche de Debreu [1975]. Au chapitre suivant, nous Itablirons 
un rdsultat plus ginlral. 

THEOREME 10 

Soit une economic de propriety privte, satisfaisant les hypotheses (HI), (H2), 
(H3), et telle qu'initialement chaque agent soit pourvu de tous les biens: 
J k # 0. Alors il existe au moins un systeme de prix d equilibre : 

3qeH: z(q) = 0. 

DEMONSTRATION 

Etant donne un point p G 11, on lui associe l’ensemble d’indices I (p) C : 
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1 1 , 1 | defmi par : 

I(p)= |k lz k (p)=maxzj(£)| , 
puis la face de n correspondante : 

n i{p)-U enivk, f I <p),q t = o| 

Economiquement, cela revient 4 isoler les biens pour lesquels l’excds de demande 
est maximum, et £ considerer les systemes de prix pour lesquels tous les autres 
biens sont gratuits. C’est une procedure de revision drastique ! Nous allons 
voir que les systemes de prix qui y sont insensibles sont justement les systemes 
de prix d’dquilibre. 

Je de finis une corTespondance F de [1 dans lui-meme par : 

) F(p) - n,,;, sijen (23) 

1 F(p) = Jq£nl<|),q> = 0} sinon 
Si par exemple p = (jj, , . . p r , 0, . . 0^, les premieres com^osantes 6tant 

non nulles, alors F (p) sera 1’ensemble des q € n de la forme q = (0 0, 

q r * i , . , qg|. On remarquera que : 
pen => peF(p). 

Les Iventuels points fixes de F doivent done appartenir & n. De q 6 rij^, 
z k (q) = Zj(q) pour l<j,k<£. 

Le vecteur z (q) a done toutes ses composantes 6 gales a un nombre f . La loi 
de Walras s’dcrit : 

0 = <z(q),q> = 

L’exces de demande est nul pour chaque bien, done q est un systfime de prix 
d’6quilibre. Reciproquement, si q est un systeme de prix d'dquilibre, les z k (q) 
sont tous £gaux entre eux et 4 z6to, done I (<^) = 1 1, . . 1 1 , et F (q) n’est 
autre que n tout entier. En particulier, q € F (q). 


Tout se ramene done 4 montrer que la correspondance F de R dans lui-meme 
4 un point fixe. Visiblement, ses valeurs sont convexes, fermdes, non vides. 
Reste 4 montrer qu’elle est de graphe ferm£. Soit done p n une suite de n conver- 
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3. Les allocations d’6quilibre 

Dans le paragraphe prudent, nous avons examine sous quelles conditions 
existaient des prix d'equilibres. Nous allons maintenant nous intgresser aux 
propri6t6s des allocations d’6quilibre ainsi definies. Nous les avons ddji dtu- 
dides en partie au paragraphe 11.4, ou nous avions appele W , en l'honneur de 
Walras, l’ensemble des allocations d’equilibre. U est facile de redemontrer dans 
le present contexte les rdsultats que nous avions obtenus alors : 

PROPOSITION 1 

Toute allocation dequilibre appartient au noyau flou de Veconomie. 
DEMONSTRATION 

Soit (x 1 , . . x m ) (’allocation assoc iee aux prix d’equilibre (p,, . . ., pj). 
Supposons qu’il existe une coalition floue (a, a m ) de support A, bloquant 
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( 1 ) 

( 2 ) 


cette allocation ; on peut done trouver des paniers de bien y ', i e A, tels que : 
Vie A.y'^j x‘. 

Appliquons la proposition 2.2. La relation (2) et la formule 2.2 (c) impliquent 
que y 1 doit couter plus cher que x 1 : 

Vie A, <p,y‘ > > <p,w‘>. 

En multipliant par otj, non nul pour i e A, chacune de ces inlgalitls, et en 
ajoutant, on obtient : 

en contradiction formelle avec liquation (1). D’ou le rgsultat. 


PROPOSITION 2 

Toute allocation d'equilibre est un optimum de Pareto strict, unanimement 
prefere a l 'allocation initiate : 

vies. x 1 ^, 3 >. (5) 

DEMONSTRATION 

Soit encore (x* , .... x m ) ('allocation d'equilibre assoc iee aux prix d’equilibre 

(Pi» • • •• Pi)- Supposons qu’il existe une allocation (y 1 y m ) verifiant : 

Vies, y* Jfcx* (3) 

3jSS:? 

LA encore, on a < p, y^> > < p, c5 >.^ 


(4) 




pour tout i avec in^galite stride pour i = j. En ajoutant toutes ces inegaiites, 
on obtient : 

<p, 2 y‘- 2 u‘> > 0. 

Done l’allocation (y‘ , . . y m ) ne saurait etre realisable. On a ainsi montr6 
que (x 1 x m ) est un optimum de Pareto strict. 

La formule (5) cKcoule de la propriety 2.2. (c) des allocations d'lquilibre, en 
y prenant y = a>*. En tenant compte de la stride convexity du pr^ordre ^j, 
on peut meme pr^ciser (5) en une alternative : 

Vies, (x* = c? ou x 1 >-,€?!. (6) 


Ces diverses inclusions se voient particulierement bien dans le cas tres simple 
oil il n’y a que deux agents et deux biens: m =fi = 2.C’est qu’on dispose 







(9) 


o=(o,o), n=(n,,n 2 ) 

A = (0,£2 2 ), B=(O„0). 

Un point quelconque M de ce rectangle dgfinit par ses coordonnees (m,, m 2 ), 
un panier de biens pour le joueur 1 : 


Mais il d^finit aussi un panier de biens pour le joueur 2, par les formules : 

X* =£2, -m,, x 2 =£2 2 — m 2 . 

L’astuce consiste k remarquer que ces formules definissent les coordonnees 
du point M dans un nouveau systeme d’axes, d’origine £2, porte s respective- 
ment par £2 A et £2 B. 



FIGURE III. 10 

La boite d'Edgeworth : le premier systeme d'axes est (C)B, OA) le second 
(£2A, £2B). Un seul point M suffit a representer les allocations des deux agents. 

La seule don nee du point M definit done une allocation realisable (x 1 , x 2 ) : 
on obtient x 1 e'n lisant les coordonnees de M dans les axes ^OB,0 A), et on 
obtient x 2 en lisant les coordonnees de M dans les axes (£2 A, £2 B). A titre 
d’exemple, le point 0 correspond & 1'allocation (5, £2) (tout au second joueur), 
et le point £2 k l’allocation (£$, O) (tout au premier). Le point A correspond 
k 1’ allocation ((O, £2 2 ), (£2,, 0)) (tout le bien 2 au premier joueur, tout le 
bien 1 au second), et le point B £ l'allocation ((£2, , O), (0, £2 2 )) (tout le bien 1 
au premier joueur, tout le bien 2 au second). L’allocation initiale (cu 1 , gj 2 ) 
sera reprtsent^e par un point C. 
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d'in difference et ne contenant pas I'origine est strictement convexe ('). II 
s’agit de la fegion sitifee au-dessus de la courbe pour le premier agent (ori- 
gjne 0), et au-dessous pour le second (origine fi). Les courbes du premier 
feseau paraissent done convexes et celles du second concaves - & moins, bien 
sur, de retoumer le diagramme . 



FIGURE III.ll 

La boite d'Edgeworth : on a indique le point C representant l’allocation initiale, 

Voici notre boite d’Edgeworth construite. Nous allons pouvoir y chercher 
toutes ces allocations remarquables dont la tlfeorie a pfedit l’existence : optima 
de Pareto, Itements du noyau, allocations d’equilibre. L’ observation fondamen- 
tale est que par tout point M = (m, , m 2 ) du rectangle 0 A B, il passe deux 
courbes d’indifference €‘ et C*. une pour chaque consommateur, qui delimitent 
chacune un ouvert strictement convexe du plan, O' et 0 2 . De maniere pre- 
cise, on pose, compte tenu des formules (10) et (1 1) : 




>,.n 2 -m 2 ) 


«* »{(*,.*,) | 
0' = {(*i.*,)| 

o’ - {(*„*,) | 


x, > O, x 2 > O \ 

(XpXjJ-v, (m,,m 2 ) f 

ft, -x, > 0 , ftj, -x 2 >0 

(ft, -x„ft 2 — x 2 ) , v» 2 (ft, -m 

x, >0,x 2 >0 i 

(*i.*a)>-i (mi.in,) ) 

ft, -x, >0, ft 2 -x, >0 

(ft, -x„ft 2 — x 2 )^— 2 (ft, -m„ft 2 


On fera attention que les courbes d’indifferences (et les domaines convexes 
qu’elles ddlimitent) se prolongent hors de la boite d’Edgc worth. Avec nos 
definitions, seuls les cotes gauche et inferieur arretent les courbes du premier 
reseau, et les c6tes droit et superieur arretent les courbes du second. Cette 
convention va nous etre utile dans la definition de la tangence. 



En chaque point M de la boite d’Edgeworth, il passe une courbe de chaque 
reseau. On a represente les diverses situations possibles : tangence en M 3 et M 4 , 
non-tangence en M, et M 2 . Au voisinage de chacun d’eux, on a grise (’ensem- 
ble © 2 et hachure l’ensemble 0, . 


On dira que les courbes d’indifftrence© 1 et© 2 sont tangentes en M s’il est pos- 
sible de tracer une droite J passant par M et separant ©‘ et O 2 . En d’autres 
termes, les convexes ouverts 0‘ et © 2 sont de part et d’autre de la droite 3", 
qui ne les rencontre ni l’un ni l’autre. La droite J sera appelee une tangente 
commune d ©* et© 2 ; cette definition n’exclut nullement qu’il y en ait plusieurs, 
comme lorsque ©* et© 2 presentent un point anguleux en M. 
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de 

deux courbes, avec unicite de la tangente commune 3” . En effet, la courbeC 1 
etant strictement convexe doit etre partout (sauf en M) au-dessus de sa tan- 
gente 3 . EtlacourbeC 2 etant strictement concave doit etre partout (sauf 
en M) en dessous de sa tangente 3 . Comme les domaines ©' et 0 2 sont res- 
pectivement au-dessus deC 1 et au-dessous de(? 2 , ils sont bien separes par 3. 


Sur le bord de la boite, la situation est toute diffe rente, meme si C 1 et (? sont 
diffdrentiables. Si par exemple la premiere coordonnde mj est nulle, il faut 
tenir compte que(?' vient buter contre le cote gauche, ce qui ampute d’autant 
le domaine O' et augmente les possibility de separation. A I'intdrieur comme 
au bord, notre definition apparait done plus generate que la definition usuelle. 
Heureusement, on dispose d’une caracterisation simple, qui est la suivante : 


PROPOSITION 3 

Les courbes (?' etC 2 sont tangent es en M si et seulement si les ouverts O' et 
0 2 ne se rencontrent pas : 

O‘nO J =0. (13) 

DEMONSTRATION 

Par definition, si les courbesC 1 etC 2 sont tangentes, C 1 et 0 2 sont de part et 
d’autre d'une droite 3 qui ne les rencontre pas, leur intersection est done 
vide. Reciproquement, comme O' et 0 2 sont des convexes non vides, s’ils 






Finalement, on arrive au resultat suivant : 

PROPOSITION 4 

Une condition necessaire et suffisante pour que le point M de la boite d'Edge- 
worth represente un optimum de Pareto (faible ou strict ) est que les deux 
courbes d indifference passant par Msoient tangent es. 

La boite d’Edgeworth, c’est-i-dire le rectangle 0 A fl B, repr£ sente toutes 
les allocations talisables. Patmi elles, les optima de Pareto sont represents 
par les points de tangence des deux systemes de courbes d’indifference. Meme 
si ces courbes sont diftrentiables, il faut tenir compte de notre definition 
particuliere de la tangence, qui differe de la definition usuelle sur le bord du 
rectangle. A I’intrieur, celle-ci donne lieu A un arc de courbe continu O' Si'. 
Sur le bord, celle-l& rajoute deux segments O O' et J2 Si'. Au total, on obtient 
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(15) 


noyau sont done les optima de Pareto faibles (x 1 , x 2 ) qui v6rifient la cond 
de rationality individuelle : 
et xJ 

Soit M, de coordonnles (ra,, nij), le point reprlsentatif de (x 1 , )t 2 ) II 
se trouve sur la courbe representative de S’. Les conditions de rationality indi- 
viduelle (15) permettent de le situer par rapport au point C representant 
l’allocation initiale (to 1 , w 2 ). fl faut prendre les deux courbes d’indiffyrence 
C 1 et€ 2 passant par C : le point M doit etre au-dessus de la premiere et en dessous 
de la seconde. D’ou le rysultat : 

PROPOSITION 5 

Dans la boite d’Edgeworth, le noyau est represente par Vensemble des points 
associes a 9 et compris entre les deux courbes d 'indifference passant par C. 
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En d’autrcs termes, lcs courbes d'indifferenca 0* ctC 2 issues de C decoupent 
sur la courbe 0 S2 representant 9 un arc RS reprdsentant9l . On remarque 
que la construction de Pare R S fait intervenir le point C, alors que la courbe 
0 f! ne dependait que des deux rlseaux de courbe d’indifftrence. Effective- 
ment, l’ensemble 9 des optima de Pareto ne depend que des ressources totales, 
alors que le noyau fait intervenir leur repartition initiale. II en est de meme 
de l’ensemble W des allocations d’6quilibre, que je vais carac tenser 2l present : 


PROPOSITION 6 

Un point M de la boite d 'Edgeworth represent e une allocation d'equilibre 
si et seulement si les deux courbes d 'indifference (?' et<? issues de M ont en 
ce point une tangente commune qui passe par C. 



FIGURE III. 16 

II y a deux allocations 
d'6quilibre dans ce dia- 
gramme, representees par 
les points M, et M 2 oil la 
tangente commune passe 
par C. On remarquera 
qu’ils appartiennent au 
segment RS,quirepr£sen- 
te le noyau. 


DEMONSTRATION 

Soit IT une tangente commune k C’etC* en M ; par definition, elle separe 
0* et 0 2 . 11 existe done des coefficients (p,, p 2 ) et un nombre r tels que : 

V(n I ,n J )GO , 1 p, n, +p jnj >r (16) 

V(n,,n J )e J, P, n,+pjnj=r (17) 

V(n„nj)G0 2 , p, n, +p 2 n 2 <r. (18) 

Je dis que p, et p 2 sont strictement positifs. Prenons en effet e > 0 quel- 
conque, et considerons le point de coordonnees (m, + e, m 2 ). Comme ie pre- 
ordre est monotone et strictement convexe, ce point tombera dans 0 1 . 
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On 


puis de la meme maniere p 2 > 0. En divisant p, , p 2 et r par p, + p 2 , on peut 
se ramener au cas ou p, + p 2 = 1 . 


Pour 1’individu 1, les points M et N de coordonnles (m,, m 2 )et(n,,n 2 )repr6- 
sentent les paniers de biens x 1 = (m, t m 2 ) et y 1 = (n,, n 2 ). Les formules (16) 
se traduisent par : 

y 1 y, X 1 - <p,y' > > r. (19) 

Pour l’individu 2, les points M et N reprgsentent les paniers de biens x 2 = 
(J2, — m„ flj — m 2 ) et y 2 = (ft, - n,, ft 2 - n 2 ). Les formules (17) se tra- 
duisent par : 

y 2 >- 2 x 2 »* < p, y 2 > > < p, fi > - r. (20) 

On sait que le point C appartient k J . En reportant ses coordonnees (wj, ) 
dans liquation (16), on obtient 

r = p, u>! +p 2 coj =<p,w‘ > 
et puisque f2 = co 1 + co 2 : 

<p,i2> - r = <p,w 2 >. 

En reportant ces expressions dans les formules (19) et (20), et en contra- 





Void done atteint le but que nous nous proposions : les inclusions fondamen- 
tales “ffiC 9icg» sont devenues des Evidences graphiques. Mais la boite d’Edge- 
worth a d’autres utilisations encore : on peut faire bouger le point C. La courbe 
representative de 9 restera fixe, mais les points reprtsentatifs de TO se depla- 
ceront sur elle. Le probldme economique dont e’est la traduction graphique 
consiste & etudier les allocations d’dquilibre comme fonctions de la reparti- 
tion initiate, les ressources totales fi etant flx^es. C’est un changement complet 
de point de vue. Jusqu’A present, la repartition initiate etait fixe ; maintenant, 
les ressources totales resteront fixees, mais nous ferons varier la repartition 
initiate . 

La boite d’Edgeworth montre que ce changement de point de vue est non 
seulement possible, mais necessaire. En effet, elle montre que la rtponse k 
certaines questions importantes depend de la position du point C, e’est-k- 
dire de l’allocation initiate (to*, to 2 ) (la permanence de la boite elle-meme 
signifiant que Ton a toujours «' + co 2 = fl fixe). Par exemple, il est clair qu’on 
peut partager le rectangle O A 51 B en regions, suivant qu’on peut mener une 
ou plusieurs tangentes A la courbe representative de 9 . Cela veut dire que 
le nombre d'equilibres de feconomie doit etre consider comme une fonction 
de la repartition inidale. 



si C est assez eloigne de 9 (position C, ), il peut en passer plusieurs. 
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La question de 1’unicitE est particuherement intEressante, et nous l'avions 
posEe dEs le chapitre prEcEdent. On peut meme y apporter quelques Ele- 
ments de rEponse. Si deux courbes d'indiffErence sont difFErentiables (pas de 
point anguleux), elles ne peuvent avoir qu’une seule tangente commune £ la 
fois (meme au bord). Ainsi, si le point C se trouve sur la courbe reprEsenta- 
tive de 9 , ou meme £ son voisinage immEdiat, on ne pourra mener qu’une 
tangente commune passant par C. II semble done que, moyennant quelques 
hypothEses de diffErentiabilitE, chaque rEpartition initiale suffisamment voisine 
d'un optimum de Pareto donne lieu i une allocation d’Equilibre unique. C’est 
sur cette piste que nous allons nous engager main tenant. 


4. Unicit6 des 6quilibres 


ConsidErons une Economic de propriEtE privEe, vErifiant les hypothEses (HI), 
(H2), (H3). Les ressources totales O € P| sonunitialement rEparties entre les 
divers consommateurs, le panier de biens u 1 6 i I’agent i. D’aprEs 
les rEsultats du paragraphe 2, nous savons que si les to 1 appartiennent a 1'in- 
tErieur de F [, il existera au moins un systEme de prix d’Equilibre p e n . Le 
problEme est maintenant de savoir combien il y en a exactement. Le cas ou 
il n’y en a qu’un est particuliErement interessant, car cela signifie que le 
processus de lEduction qui nous occupe depuis le chapitre I, de 9 & puis k 
’IB, est arrivE k son terme. L'allocation d’Equilibre (x 1 , . . ., x m ) associEe k p 
apparait done comme le seul choix possible parmi les ogtima de Pareto, compte 
tenu de la situation acquise reprEsentEe par (to 1 , . . w n ). En d’autres termes, 
la rEpartition initiale apporte suffisamment de piEcisions supplEmentaires 
pour que l’on puisse rEsoudre complEtement le problEme du partage. Dans 
le cas ou il n’y a pas 1’unicitE, mais ou les systEmes de prix d’Equilibre possi- 
bles sont en nombre fini, il subsiste une certaine ambiguitE. A chacun d’eux est 
associE une allocation d’Equilibre, et de nouveau on n’a pas de critEre ration- 
nel pour se dEterminer entre elles. Cette ambiguitE est d’autant plus grande 
que le nombre de systEmes de prix d’Equilibre possibles est plus ElevE. En tout 
Etat de cause, une sElection tres sEvEre aura EtE opErEe dans 1’infinitE informe 
des optima de Pareto. Enfin, s’il y a une infinitE de systEmes de prix d’Equili- 
bre, on retombe dans 1’indEtermination qui concluait le chapitre I. 


166 









On notera 6 C (pj) m x 11 x (F]) m l’ensemble des equilibres, et n : 
£ -* (p[) m la projection : 

= (S' >).^ <') 

II peut y avoir plusieurs points e €6 verifiant cette equation. Economiquement, 
chacun d’eux correspond k un systeme de prix d’6quilibre p et une allocation 
d’6quilibre (x‘, . . x m ), pour une repartition initiale (co\ . . co m ) donnee. 
Geometriquement, ce sont des points de l’ensemble & se projetant en un meme 
point de (F|) m . Dans le diagramme cartesien (F^ m x II x (F') m , ce sont 
les points de S qui sont situes au-dessus de (w 1 , • - w m ). 






• (H4 b) pour tout iGS et tout x G F[, le determinant 





( 2 ) 


Indiquons d'abord que si les relations de preference individuelles veriflent 
(HI), (H2), (H3), on peut les approcher d’aussi pres que I'on veut par des pre- 
ordres verifiant (H4). Ceci montre bien le caractire purement technique des 
hypotheses (H4), qui sont done depourvues de toute interpretation econo- 
mique. Les hypotheses (H4 a) et (H4 b) repondent a des besoins distincts, 
et nous en tirerons separement les consequences. Commenqons par le premier 
groupe. 


Les hypotheses (H4 a) sont essentiellement des hypotheses de differentiabilite. 
La condition d u ; / 3 x K > 0 est tres proche de l’hypothese de monotonie qui 
avait ete faite en (H3), sans etre parfaitement equivalente. C’en est en quelque 
sorte la version « marginale » : k tout accroissement infinitesimal d x G IRj du 
panier de biens x G f| doit correspondre un accroissement infinitesimal de 
l’utilite Uj, d’apres la formule : 

d "i ( *) %!, rii © d *t- 

ou tous les termes sont strictement positifs. Nous allons maintenant appliquer 
ce type d’analyse, « marginale » pour les economistes, « infinitesimale » pour 
les mathematiciens, k l’etude des optima de Pareto. 

Soit (x 1 , . . x m ) un optimum de Pareto. Dans toute cette etude, je suppo- 
serai les x' dans fP, c’est-Ji-dire les x[, strictement positifs ; ceci pour eviter 
les phenomenes de bord, qui necessiteraient une etude £ part. En d’autres 
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chaque fonction Uj est differentiable et ne depend que de x'. En d’autres tennes 
(x‘ , . . x m ) est solution du probleme d'optimisation en ml variables : 

Max 1 1», u, (y‘) + . . . + o m u m (y m ) } 

( yjj > 0 pour 1 < i < m et Kk<( 

' (S’) \ 

l y k + . . . + yjj 1 = fi k pour 1< k < 8 
que nous mettrons plutot sous la forme suivante : 

Max | a, u, (yj, . . .,y 1 ‘)+ . • +a m u m (y^ y{")} 

(S’*) 1 ^ ® pour 1 < i < m et 1 < k < fi 

( — yjj — . . . - yjj 1 > 0 pour K k < fi. 

Les probiemes (S’) et (&) sont equivalents. Ils ne different que par les demidres 
contraintes ; or il est clair que 1'optimum de (9') doit verifier les contraintes 
de (fP). En effet, si on avait - x k - . . . - X™ = e > 0 pour un certain k, 
on pourrait remplacer x k par x! -1- e/m, c’est-i-dire donner strictement plus de 
bien k k chaque consommateur L D’apres I’hypothese (H3), l’allocation 

(z 1 z m )^ainsi obtenue verifierait Uj (z‘) > Uj (x‘) pour chaque i 6S, et 

done 2 Oj Uj (z‘) > 2 otj Uj (x*), ce qui contredirait l'optimalite de (x 1 , . . x m ). 


Pour des problemes du type (JP 1 ), 


donner des conditions necessaries 


positif dans 


occupe, on a suppose x k > 0, e’est-i-dire que les contraintes de positivite ne 
sont pas saturees & 1’optimum. Les conditions necessaries et suffisantes d’opti- 
malite s’ecrivent done de la maniere suivante . il existe des multiplicateurs de 
Lagrange X, > 0, . . Xj > 0, tels que pour tout i et tout k on ait : 

«i “i (x‘. xj) + £ (fi k - S xj,)) = 0. 
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un meme vecteur X e f|. Grace k l’hypothese (H4 a), on peut meme preciser 
que X appartient & pj : la formule (3) nous donne en effet la composante X k 
comme sommc de termes gositifs dont 1’un au moins est non nul. On peut 
done introduire le vecteur p = X / 2 X k , qui appartiendra k n, et v6rifiera : 
VieS, u'j (x‘) = 7j p, avec T| = ^ > 0. (4) 

Pour chaque agent i € S. on a done liquation vectorielle u' (x‘) = y i p. Mais 
cellc-ci exprime que'x 1 est solution optimale, et 7j multiplicateur de Lagrange, 
du probl&me d’optimisation en 8 variables : 

Max Uj (y) 

W jy k >o 

I <p.y > < j 

oil le nombre r 1 est donn6 par : 

<p,x i > = r i . (5) 

En effet, une fois de plus grace & 1’hypothdse (H3), la demure contrainte 
doit etre saturfe & l’optimum. Comme les contraintes de positivity ne le sont 
pas (x k > 0 par hypotMse), les conditions nlcessaires et sufflsantes d’ opti- 
mality nous donnent exactement liquation cherchye. 

D’un point de vue mathymatique, le probldme (&) de dimension mB a yty 
dycomposy en m problemes (g>j) de dimension 8. Une fois connu p, les pro- 


(1) V i £S, Qj #0. En effet, si l’on fait Q- = 0 dans le probleme (S’), i 





blames (ffj) sont independants les uns des autres. En particulier, liquation 

I y' = O, pour que 1* allocation soit realisable, n’y figure plus ; toutefois, 
elle est satisfaite automatiquement k l'optiinum ! C’est le bon choix de p dans 

II qui assure ce petit miracle . On retrouve lk ce que j’ai dit et ce que je redirai 
sur le role decentralisateur des ptix en economie. Car les m probtemes (S’j) 
sont ceux dont la resolution foumit l'allocation d’equilibre associee au systeme 
de prix p € FI . II suffit d’ecrire que les x ' sont solutions de (S’ 1 ) : 

fyGFi et <p,7><r i J » Ui6T‘)>u i (y l ). 
de se rappeler liquation 

<p,x i > = r i V i€S (5) 

et de noter que (’allocation (x‘, . . ., x m ) doit etre realisable (puisque c’est 
un optimum de Pareto) : 
x‘ = n, 

pour retrouver les conditions (c), (b), (a) de la proposition 2.2 caracterisant 
les equilibres. Elies s’appliqueront k toute repartition initiate (to 1 , . . cj m ) 
.verifiant : 

<p,t?> = r i . (6) 

On a done demontre le tesultat suivant : 


PROPOSITION 2 

Soit (x l x m ) un optimum de Pareto tel qu'aucun des x‘ yjie soit ml II 

existe un vecteur p € 11 et un seul proportionnel a tous les u] fx'), pour i€.S: 
Vies, 3y,>0: u',(x , ) = y,p. (4) 

Pour toute repartition initiate (uj ta m ) verifiant : 

vies. <P.Z‘> = <p.x‘>. (7) 

~e = fZ 1 , . ., Z m ;p;Z I x m ) est un equilibre. 

Ce tesultat est avant tout une teciproque de la proposition 3.2. Celle-ci affir- 
mait que toute allocation d’equilibre etait un optimum de Pareto ; la propo- 
sition 4.2 montre que tout optimum de Pareto interieur k (Fj) m est une 
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DEMONSTRATION 






( y, = fi, -m,. y,=I2 a - m s 

En particulier, le point C, de coordonnees (a;,, cj 2 ), represente la repartition 
initiale (to, a). On notera u' (x , , x 2 ) et v' (y , , y 2 ) les vecteurs : 



v'(y„y 2 ) = 

et on notera u" (x,,: 


Cy,.y,) ^(y,.y.) 

x 2 ) et v" (y,, y 2 ) les matrices : 


( 12 ) 
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L’hypothdse (H4 b) permet de preciser les relations (17). Elle affirme que les 
matrices u" (x, f x 2 ) et v" (y,, y 2 ) sont inversibles ; on en d6duit que les formes 
quadratiques associ^es sont d6finies negatives. En d’autres termes, quels que 
soient les vecteurs non nuls| = ($,,? 2 )et t? = (i?„ » ? 2 ) : 

J <|,u"(x 1 ,x 2 )|><0 (18) 

1 <ri,v" (y,,y 3 )v ><0. 
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On montre ailment quc les relations (18) impliquent que les fonctions u et v 
sont strictement concaves. Lliypothfise (H4 b) apparait done corame un renfor- 
cement de l’hypoth^se de stride convexity des preferences, qui apparaissait 
dej* dans (H3). 

Ressortons maintenant notre petite boite d’Edge worth. Je noteraif? l’ensemble 
des points M interieurs au rectangle 0 A O B qui representent un optimum 
de Pareto. D’apres le paragraphe precedent, M appartient & 9* si et seulement 
si les deux courbes d'indifference passant par M sont tangentes (au sens clag- 
sique). Cette propriete va nous permettre de trouver l'equation de la courbe 9. 
D’apres la formule (10), il nous est loisible de noter (x,, x 2 ) les coordonnees 
d’un point M interieur au rectangle O A £2 B. Liquation d’une courbe d’in- 
difference s’ecrit : 

utt„* a ) = u o «?') 

pour le premier reseau, et 

V (n, -*„n 2 -f a )=v 0 «?) 

pour le second. Pour qu'elles passent toutes deux par le point M, il faut pren- 
dre u 0 = u (x,, x 2 ) et v 0 = v (ft, — x, , £2 2 - x 2 ). Leurs normales en ce point 
sont portdes par les vecteurs u' (x,, x 2 ) et - v* (S2, - x,, fi 2 x 2 ) respec- 
tivement ; d’apres 1’hypothese (H4 a), ils sont non nuls, et definissent bien 
une direction de droite. Dire que les courbes d’indifference C 1 et C 2 sont tan- 
gentes en M signifie qu'elles ont meme normale en ce point, et done que les 
vecteurs u' (x,, x 2 ) et - v' (S2, - x,, £2 2 - x 2 ) sont proportionnels. D’oii 
l’equation cherchee : 

u, (x,,x 2 )v 2 (S2, -x,,S2 2 -x 2 ) = u 2 (x,.x 2 )v; (11, -x,,S2 2 x 2 ). (19) 

Jointe aux conditions 0 < x, < S2, et 0 < x 2 < S2 2 , elle decrit completement 
l’ensemble 9 . Comme on n’a qu’une equation pour deux variables, ce dernier 
est une courbe. L’hypothese (H4 b) nous permet des conclusions plus precises : 


PROPOSITION 4 

L ' ensemble 9 est une courbe continument differentiable*. En un point MG 9, 
la tangent e a la courbe 9, et la tangent e commune aux deux courbes d 'indif- 
ference C 1 efC 2 passant par M, sont toujours distinctes. 
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FIGURE III. 20 



En tout optimum de Pa- 
reto M, les tangentes S’ 
aux courbes d’indiffe; 
rence et ® a la courbe 9 
sont toujours distinctes. 


DEMONSTRATION 

Je commence par rappeler un resultat classique de geometric analytique. Consi- 
derons dans le plan une courbe d’lquation f (x,, x 2 ) = 0. On suppose que le 
vecteur f' (x, t x 2 ), de composantes d f / 3 x, et 3 f / 3 x 2 , est non nul en tout 
point de cette courbe. Alors celle-ci est autant de fois continument differen- 
tiable que la fonction f elle-meme, et le vecteur f* (x,, x 2 ) porte la normale 
d la courbe au point (x,, x 2 ). 

Nous l’avons dejit applique aux courbes d'indifferencef 1 etC*. Je 1’applique 
maintenant & la courbe 9 , decrite par l'equation (19), c’est-i-dire que je prends : 
f (X, > X 2 ) = U| (x | , x 2 ) v 2 (12 ( -Xpfij -x 2 ) 

— u 2 (x, , x 2 ) V| (12, -Xj.fij -x 2 ) 

~ (x,,x,)-u" (x,. *,)«', (Si, -x„Si, -X,) 

- u'i (Xi , x 2 ) v','a (fii - Xi , Hi - Xj) - 

- u"] (x, , Xj ) v, (J2, - x, , Sl 2 - x 2 ) + 

+ Uj (Xi , Xj) v", (J2| — Xi , J2j — x 2 ) 


^(x I ,x 2 ) = u' 1 ' 2 (x„x 2 )v' 2 (n i — x,,J2 2 - Xj) 

2 - u', (x, , Xj) V 22 (£2, - X, , S2 2 — Xj) — 

- u 22 (x, , Xj) V, (12, - x, , £2j - Xj) + 
+ Uj (Xj , Xj) v"j (12, - x, , £2, — x 2 ) 
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(20) 


( 21 ) 


(22). 



changemer 

car les variables x, et x 2 sont affectees du signe moins dans les expressions 
- x, et - x 2 . En utilisant les notations matricieUes (13) et (14), on 
6crira : 



Puisque M appartient & 9, 1’aUocation (x, y), od y = ft — x, est un optimum 
de Pareto. On peut done appliquer les formules (15) : il existe p G n, y > 0 
et 6 > 0 tels que : 

u'(x,,Xj) = 7p (24) 

v'(ft, -x„ft 2 -x,) = 6 p. (25) 

En reportant dans la formule (23), on obtient : 

f* (x,,Xj) = Kq ^ (26) 

od la mat rice K et le vecteur q sont donnas par : 

K = 7 u" (x,, X 2 ) + 6 v" (fi, -x„fi 2 -x,) (27) 

q = (Pj. - P,)- (28) 

II est facile de verifier que la forme quadratique associee & la matrice K est 
d^flnie negative. II suffit d’6crire : 

<l,Kl> = 7<l,u"(x 1 ,x J )|> + 6<|,v"(n i -x„fi 2 -x 2 )|> 



Le vecteur f' (x,, x 2 ) donne la direction de la normale k 9 en M. D’apres les 
formules (24) et (25), le vecteur p donne la direction de la normale commune 
kC l et(? 2 en M. Si elles etaient confondues, les vecteurs f' (x, , x 2 ) et p seraient 
proportionnels, ce qui s’dcrirait : 

f', (XpX,)?, -r 2 (x„x 2 ) Pl =0 

soit encore, sous forme de produit scalaire avec le vecteur q = (p 2 , - p,) : 
<q,f* (x,,x 2 )> = 0 
et en faisant intervenir la formule (26) : 

< q, K q > = 0. 

Ceci contredirait le fait que la. forme quadratique associee a la matrice K est 
definie negative. Les courbes 9 d\ine part.C 1 ouC 2 d’autre part, n’ont pas la 
meme normale en M. Elles ne sont done pas tangentes en ce point, ce qui 
termine la demonstration. 


Voici done precise , grace k l’hypothese (H4 b), la structure de Pensemble 9. 
Dire que c’estjine courbe continument differentiable signifie que, quel que soit 
le point M £ 9, de coordonnees (x,, x 2 ), il existe un ouvert ^ 3 M, un nom- 
bre e > 0 et deux fonctions continument differentiables £, et £ 2 de ) - e, e I 
dans IR , tclles que : 

(f, (0), Is (0)) = (x |f x 3 ) (29) 

(0),fi(0)) *(0,0) (30) 

= (tt.W.i, (t))lt£]-e,e[ | (31) 

En d’autres termes, au voisinage du point M, la courbe 9 admet la representa- 
tion parametrique t -* (£, (t), f 2 (t)). Le vecteur (£’, (t), | 2 (t)) donne bien 
entendu la direction de la tangente au point de parametre t. 










& la boite d'Edge worth. La surface S ainsi obtenue recouvre toujours la 
courbe 9, raais ne recouvre plus enticement le rectangle O A ft B. L’ltude 
de la portion manquante, &\ 6, relive des « effets de bord », que nous n'Cu- 
dions pas ici. Elle n'apporterait d'ailleurs rien de bien nouveau. 

Soit M, de coordonnCs (u,, to 2 , p, ), un point de la boite de Balasko. Dire 
que M appartient & 6 signifie que pj=(p,, 1 ^p, )_cst un systCne de prix d'£qui- 
libre pour la repartition initiate (to, a), ou a = fi - to. On en dlduit aussitot 
I’allocation d'equilibre (x, y) en rfsolvant les problemes d’ optimisation (9 t ) 
et : le panier de biens x (resp. y) maximise la fonction u (resp. v) sur 
f|. sous la contrainte < p, x to > < 0 (resp. < p, y - a > < 0). Dans le 
langage de la definition 1, il suffit de connaitre to, a et p, pour en deduire 
tout l’equilibre (to, a ; p ; x, y). 

Dire que M appartient & & signifie que to, et, x, y appartiennent tous k IR*. 
Notons C et P les points de la boite d’Edgeworth de coordonnees (to,, to 2 ) et 
(x,, x 2 ); le point C n’est autre que la projection horizontale de M. Dire que 
M appartient k & signifie que C et P sont tous deux interieurs & la boite 
d’Edgeworth. • Le paragraphe precedent nous apprend alors que le point P 
appartient & la courbe 9 ; plus pr6cis6ment, les deux courbes d’indifference 
C 1 etC 1 passant par P ont en ce point une tangente commune J passant par C. 
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FIGURE III. 23 

Quand P ddcrit §>, le point P' ddcrit la courbe 9' et la droite ff ' balaie 
la surface &. 

Le syst^me de prix p correspondant est donne par les relations (8). C’est le 
meme pour tous les points de la droite ff ; il ne depend que du point P. Ceci 
signifie que la droite ff du plan est la projection d’une droite horizontale ff' 
de I’espace, dont l'intersection avec la boite de Balasko est entierement contenuc 
dans la surface 6 : 

(X|»Xj.p§)€ S' ((x*|,Xj)G S’ et p',=p,]- 
Recapitulons la situation. Pour tout point Peff.il existe un unique point P' 
de la surface & se projetant en P. Quand le point P (Merit la courbe ff de la 
boite d'Edge worth, le point P’ correspondant (Merit une courbe ff’ de la boite 
de Balasko. Avec le point P varie la droite ff, tangente commune aux deux 
courbes d’indiffcrence passant par P. La droite correspondante ff’ de 1’espace 
est obtenue en menant du point P 1 la parallele k ff . Quand P’ (Merit ff’, la 
droite horizontale ff’ engendre la surfaced . Celle-ci est done obtenue comme 
l’intersection avec la boite de Balasko d’une famille de droites horizon tales 
s'appuyant sur une courbe fixe ff'. On dit que & est une surface reglee, que 
la courbe 9' est son arite, et que les droites ff ’ sont ses generatrices. C’est la 
traduction g£om£trique des relations (7). Tout ceci va nous permettre de donner 
de I’ensemble 6 une representation parametnque, et de verifier que c’est bien 
une surface reguliere. 

PROPOSITION 5 

L 'ensemble 6 est une surface^ continument differentiable de la boite de 
Balasko. Le long de son arite ff le plan tangent n 'est jamais vertical. Le long 
de chaque generatrice, le plan tangent n 'est vertical qu 'en un point au plus. 
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bande contient en particular les points M (paramdtres s = s, t = 0) et P* (para- 
mfitres s = 0, t = 0). On dispose ainsi d’une representation parametrique de la 
surface 6 au voisinage du point M. Les fonctions £, et | 2 sont celles que four- 
nissent les foimules (29) & (31), et les fonctions .W| et rr 2 sont donnles par 
les relations (8) : 


— (t.(t), 

sxj 

- 3 i («id).r ! o))+ — 

3 Xi 3 x 2 


(36) 


nr 2 (t) = 1 - rr, (t). (37) 

Conune la representation parametrique locale ne fait intervcnir que deux varia- 
bles independantes s et t, on a bien affaire & une surface. Dire que cellc-ci 
est continument differentiable signifle qu'elle est part out lisse, sans coins ni 
angles. Cela se verifie en s’assurant que le plan tangent est partout bien deflni. 
En derivant par rapport & s, puis t, on obtient deux vecteurs tangents & la 
surface 6 au point M : 

e s =(n 2 (0),-n, (0),0)= (38) 

= (Pj. -Pi.O) 

(0)+i»',(0).ji(0)-i*; (0).»’i «•)) (39) 

-«■, (o), r, (o). »; (o)) + 1(»; (o), - *; to, o> 

Remarquons que le vecteur e s est non nul et appartient & la boite d’Edgeworth. 
C’est la direction de la tangente commune J aux deux courbes d’indifference 
C 1 etC 1 passant par P. 

Pour que les vecteurs e s et e, definissent un j>lan, il^faut et il suffit qu’ils ne 
soient pas colin6aires. S’ils l’etaient, on aurait e s = X e t pour un certain scalaire 
X ¥= 0. En comparant les demieres composantes, on en tirerait ir[ (0) = 0. En 
derivant la relation (37), on obtient ir 2 (0) = — 7r', (0) = 0. En reportant dans 
la formule (39), on obtiendrait finalement : 

*t = fti (0), & 2 (0). 0). 
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des vecteurs c s et e t sont colineaires. II s’agit des vectei 
d’ Edge worth : 

^s = (p 2 . “Pi) 

?, = (£ (0). & (0)) + $ (*j (0). - rr', (0)). 

Au point P\ ou s = 0, le vecteur?, se reduit 4 ({', (0), ( 2 (0)) : 

tangent en P & la courbe 9. Nous venons de voir qu’il ne peut pas etre colineaire 
k f s , qui est un vecteur tangent en P aux courbesC 1 out? 1 (proposition 3). Le 
plan tangent en P 1 ef? 1 n’est done pas vertical. 

Cherchons pour quelles valeurs de s les vecteurs? s et?, peuvent etre colineaires. 
Comme (p 2 , - p,) et (I*, (0), | 2 (0)) sont iinlairement independants dans le 
plan, on peut trouver des scalaires X, et X 2 , definis de manure unique, tels 

(tr’j (0), - w, (0)) = X, (p 2 , - p.) + X 2 (!', (0). & (0)). 

On ecrira la proportionnalite ?, = /i? s en separant les composantes suivant 
(Pj. - Pi) et suivant ({', (0), £ (0)) : 

1 + s X 2 = 0 
sX, =u, 

soit s = — 1 / X 2 et fi = s X,, pouivu toutefois que X 2 soit non nul, e’est-i-dire 
que(£', (0), (0)) et (ir 2 (0), - ir', (0)) ne soient pas colineaires. 




deft. 

Supposons que ce ne soit pas vrai. On peut done trouver un point P € §*, une 
suite de points C n convergeant vers P dans la boite d’Edgeworth, et pour chacun 
d’eux deux points M n et M' n de 6 se projetant en C n . On notera (x,, x 2 ) les 
coordonnees de P, (co ln , co 2n ) les coordonnees de C n , (w ln , co 2n , p ln ) et 
(w ln , o) 2n , p' ln ) les coordonnees de M n et M„. On a done : 


187 




(Pi(n)> 1 ~ Pi(n)) et (Pi(n)> 1 “ Pi(n)) sont des systemes de prix d'dquilibre 
assoctes k la repartition initiate (cj, (n)l oj J(n) ). En passant & la limite grace 
aux propositions 6 et 7 du paragraphe 1, on en deduit que (p,, 1 - p,) et 
(Pi. 1 - Pi) appartiennent & II et constituent des systemes de prix d’6quilibre 
associes it la repartition initiate (x |t x 2 ). 

Or celle-ci est un optimum de Pareto, interieur it la boite d’Edgeworth, puisque 
le point P a ete suppose appartenir & 9. On peut done appliquer le resultat 
d'unicite (proposition 3) : p, - p', Les points M (n) et Mj n) de la surface 6 
ont done la meme limite, fc^savoir le point M de coordonnees (x,, x 2 , p,). 
Ce point appartient k l’arete 9', et la proposition 5 decrit precisement la situa- 
tion locale. La surface 6 presente au point M un plan tangent non vertical. 
EUe se comporte done au voisinage de M comme son plan tangent ('). Puisque 
celui-ci n’est pas vertical, deux points distincts places sur lui auront deux Dro- 
jections horizontales distinctes. Done deux points distincts places sur 6 et 
assez voisins de M auront deux projections horizontales distinctes. Or on a 
trouve des suites de points distincts M n et Mj, , places sur 6, tendant vers M, et 



5. Nombre d’6quilibres 


La question du nombre d’equilibres compatibles avec une repartition initiate 
donn6e englobe toutes celles que nous avons traitees jusqu’ici. La question 
de l’existence consiste h savoir s’il yenaau moins un, la question de l’unicite 
consiste h savoir s’il peut y en avoir phis. Nous y avons r^pondu aux paragra- 
phes 2 et 4 respectivement. Nous nous attaquons maintenant h la question 
plus generate du nombre dtequilibres. L& encore, nous nous plaqons dans le 
cas C = 2 = m., et nous faisons notre tout le formalisme developpe au paragraphe 
precedent h propos de la boite de Balasko. C’est la proposition 4.5 qui va 
nous apporter la r£ponse. 

Soit 3 ' une g6ndratrice de la surface 6, rencontrant 1’arete 9' au point P*. 
On a vu qu’il ne peut y avoir sur 3' qu’un point ou le plan tangent & S soit 
vertical. Ce point H' jouera un role tres important dans la suite. Sa projection H 
sur la boite d’Edgeworth appartient & la droite 7 : on l’appelle le point carac- 
teristique de 3 . Quand P' varie dans c’est-h-dire quand la droite 3' decrit 
la surface & , le point H decrit une courbe G de la boite d’Edgeworth, appelee 
le contour apparent de la surface 6 . 


Je reviendrai plus tard sur cette appellation. Pour l’instant, remarquons sim- 
plement qu’h la difference de la courbe 9, le contour apparent G n’est pas 
une courbe continument derivable : elle peut presenter des croisements et des 
rebroussements. C’est en general une reunion d’arcs continument derivables, 
accoies par leurs extremites ou se terminant sur le bord de la boite d’Edgeworth. 
Les extremites communes aux arcs seront les rebroussements, et leurs inter- 
sections mutuelles les croisements. En chacun de ses points H, sauf aux rebrous- 
sements et aux croisements, le contour apparent admettra alors une tangente 
3 bien deflnie. La proposition suivante dit que e’est justement la droite? 
dont H est le point caracteristique. 

PROPOSITION 1 

Soit P un point de 9 et 3 la tangente commune aux courbes d’indifference 
passant par P. On suppose que 3 a un point caracteristique H interieur a la 
boite d’Edgeworth. Alors H est le milieu d'un petit arc de courbe continu, 
entierement trad sur le contour apparent Q. Si en outre il est differentiable, 
la tangente enH ala courbe Q n ’est autre que la droite 3. 
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FIGURE III. 26 

La figure est en dimension trois. Elle represente une generatrice 3"' de (T et 
son point caracteristique H*. Noter le plan tangent vertical en H', et le contour 
apparent Q . 

DEMONSTRATION 

Reprenons la representation parametrique de b(6) donnee au paragraphe 
precedent (proposition 4.5). Nous n’en retenons que les deux premieres coor- 
donnees, puisque nous nous interessons k laj> rejection horizon tale. A chaque 
t 6 ] - e, + e (correspond un point P, € 9, de coordonnees ({, (t), £ 2 (t)) 
(formules (29) 2i (31)), de telle sorte que P 0 = P. Soit la tangente commune 
aux courbes d’indifference passant par P, : on aura 3" 0 = 3\ On a pour 3, 
la representation parametrique (formule (35)). 

J,= )«, (0 + ».(0 ».fe(«)-»i (t)s) l*ep | (l) 

oii les fonctions et ir 2 sont donnees par les relations (36) et (37). 

Le point caracteristique H de correspond aux valeurs t = 0, s 
parametres oii le scalaire X 2 est defini par les equations : 

( v 2 (0) = X, rr 2 (0) + X 2 £ (0) 

! - (0) = - X, rr, (0) + X 2 {' 2 (0). 

On a montre que les vecteurs (jr 2 (0), - it, (0)) et ({', (0), £ 2 (0)) etaient 
lineairement independants, c’est-^-dire que le determinant rr 2 (0) I2 (0) + 
it\ (0) I*, (0) du systfime (2) est non nul. Comme la fonction tt 2 ?'i 
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7> 0 

te! que ir 2 (t) £ 2 (t) + n, (t) (t) # 0 pour | t | < tj. Ccla signifie que lc 

systime d’equations : 

j (t) = X, (t) n 2 (t) + X, (t) tt (0 (3) 

I -»'i (t) = X, (t) 7T, (t) + X 2 (t)?i (t) 

a.une solution unique (X, (t), X 2 (t)), pour tout t E ] - tj, tj [. II est facile 
de voir que la fonction t -* X 2 (t) ainsi definie est continue. Bien entendu, on 
a X 2 (0) = X 2 =£0, et on peut done supposer tj assez petit pour que X 2 (t) soit 
non nul. 


parametres est le point caracteristique de la droite J,. Quand t varie entre 
- tj et tj, le point H t ddcrit done un arc appartenant au contour apparent Q. 
On obtient les coordonnees du point H t en reportant dans liquation (1) les 
valeurs correspondantes des parametres 


H j {,(■>- *>»)/». to 

'( *2 (») + »l 0)/X, (t). 


(4) 


Ceci constitue une representation parametrique du contour apparent Q au 
voisinage du point H. Comme les deux coordonnees sont des fonctions conti- 


S’il est differentiable, on obtient un vecteur tangent (non nul) en derivant les 
equations (4), ce qui donne : 

j (0 - tr'j (0 / X, (t) + X' 2 (t) »r 2 (t) / [X 2 (t)] J (5) 

\ «' 2 (t) + tt', (t) / X 2 (t) - X' 2 (t) rr, (t) / [X 2 (t)] J 
Reportons dans ces expressions les equations (3). On obtient pour le vecteur 
tangent les composantes : 

j "a (t) (- X, (t) / X a (t) + X' 2 (t) / [X 2 (t)] 2 ) 
j - (0 (- X, (t) / X 2 (t) + X' 2 (t) / [X 2 (t)] 2 ). 


(6) 


paramdtrique pour la courbe fl (formules (4)), quand on en connait une pour 
la famille de droitcs 3" (formules (1)). En pratique, si la droite 5 est donn6e 
par son Equation (dependant du paramdtre t) : 

», (0 (x, - (t) + x, (t) (Xj - (, (t)) = 0 (7) 


on obtiendra liquation de la courbe Q en lliminant t entre l’equation (7) 
et l’equation d6riv6e par rapport au param£tre : 

x, (t) <x, - I, (t)) + xj (t) (x, - fe (t)) = x, (t)t; (t) + x, (t) 6 (t) (8) 


192 




x, = £, (t) - ff 2 (t) g » (0 El (0 + n 2 (t) & (t) 

». (t)iri(t)-ir',(t)ir 2 (t) 
x 2 = * 2 (t) + n, (t) «» (t)f.(t) + »,(t)6(t) 

*> (*) (t)-rr', (t) 7 t 2 (t) 

On retrouve les formules (4), ou X 2 (t) a et6 remplace par sa valeur L’interet 
de tout ceci est qu’on peut tracer le contour apparent fl en travaillant unique- 
ment dans la boite d’Edgeworth. On observera d’ailleurs que la proposition 1 
se situe entiercment dans ce cadre. Point n’est besoin de faire appel k la 
troisi^me dimension : la construction de la courbe Q est r amende k un problime 
classique de geometrie plane. 


Pourquoi se donner tant de mal pour la construire ? C’est qu’elle constitue 
une frontiere, dont le franchissement augmcnte ou diminue de deux le nombre 
d’equilibrcs. II n'est question ici que d’dquilibres (w, a; p; x, y) tels que 
X|, x 2 , y, . y 2 soient non nuls. Le point M de coordonnles (x,, x 2 , p,) dans la 
boite de Balasko appartient alors k la surface 6, et Ton peut employer 
tout^l’outillage construit depuis le paragraphe S. Nous dirons alors que 
(to, a ; p ; x, y) est un dquilibre strict. Encore une notation : nous dirons que H 
est un £oint simple du contour apparent Q s’il y a au-dessus de H un seul point 
H' G 6 ou le plan tangent soit vertical, et si une certaine condition de contact 
est satisfaite. Nous ne la precise rons pas davantage ( * ), quitte a laisser une 
certaine imprecision & la discussion qui va suivre. Leur £nonce precis, et surtout 
leur demonstration, nccessiterait d'ailleurs beaucoup trop de technique mathd- 
matique. Disons simplement qu'elle exprime que la surface 6 n'adhere pas 
trop k son plan tangent au point H’. 

On peut alors montrer un certain nombre de choses, qui sont heureusement 
des Evidences geometriques. Soit fl 0 C Q un arc du contour apparent, conti- 
nument differentiable et constitue de points simples. Par definition, il existe 
au-dessus de lui un arc de courbe ff' 0 trace sur ©, lui aussi continument diffe- 
rentiable, et le long duquel le plan tangent & 6> est vertical. Alors la surface 
6 doit faire un pli : elle presente une feuille inferieure et une feuille superieure 
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Toute cette analyse repose bien entendu sur l’hypothese que H est un point 
simple du contour apparent. 11 est clair par exemple que si H est un point 
double, c’est-i-dire s’il a deux antecedents H' et H" distincts dans Q', les couples 
d’equilibres associes h chacun d’eux evolueront independamment. On verra 
done se superposer jusqu'k quatre equilibres stricts distincts. Mais H peut n’avoir 
qu’un antecedent H' dans fl', sans etre pour autant un point simple de Q : e’est 
que la condition de contact n’est pas satisfaite. Comme nous n’avons pas expli- 
cite celle-ci, la situation est beaucoup moins claire. Nous n’allons pas tenter 
de 1’analyser : contentons-nous de savoir qu’elle est exceptionnelle. En effet, 
par des methodes sur lesquelles je ne m’etendrai pas ( 1 ), il est possible de 
montrerqu’en general : 

(a) le contour apparent Q est une reunion finie d’arcs indefmiment 
differentiables ; 

(b) tous les points de Q sont simples, & l’exception des extremites des arcs 

En particulier, tous les points de fl sont simples, sauf un nombre fini (dont 
les points de rebroussement, et ceux de croisement). Le mot « en general » 
signifie que si notre boite de Balasko ne se plie pas aux regies (a) et (b), il 
suffira de perturber les fonctions d’utilite u et v pour obtenir une boite 










d’un seul tenant ; il peut y en avoir deux autres, D' s et D 4 , si elle se compose 
de deux arcs distincts, deux autres encore, Dj et D' 4 , s’il y a trois arcs, et ainsi 
de suite. On notera l J'’ n la gdndratrice issue du point D n . Ainsi, la surface S est 
limitle par ses intersections avec les parois de la boite d’une part, par les droitcs 
3>i , 9f 2 , ■ ■ ■ d’autre part. 

FIGURE 111.30 

On a reprisente un__cas 
typique : le bord de 6 se 




projetant en C vient frapper la gen^ratrice ®' n . Ou, si Ton 
tangentes communes 5 menses du point C aux courbes d 
en ® n . Le point de tangence vient en D n , sur le bord de la bo 
d6crit done un optimum de Pareto privant un des agents 
l’dquilibre correspondant n’est pas strict. II est encore uniqu 
vement se poursuit, le point de contact se dlplace sur I 
gle O A SI B, et il devient indispensable d’entendre la tangent 
g6n6ral que nous lui avons donne au paragraphe 3. On s’a 
3> n franchie, 






DEMONSTRATION 

Vdrifions d’abord la propri£t£ de finitude. Si elle 6tait fausse, on pourrait trouver 
un point C de “’ll et une suite de M n points de 6 , deux a deux distincts et se 
projetant en C. Tous ces points appartiennent k la boite de Balasko, qui est 
un ferine borne de l'espace k trois dimensions. On peut done extraire une 
sous-suite M( n ), convergeant vers un point M qui se projetterait egalement en 
C. Or, toute limite de points de 6 doit appartenir k cette surface ou a son bord. 
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FIGURE III. 32 

On a represent^ deux ouverts % et (grises differemment), a chacun desquels 
la proposition 2 peut etre appliquee : le nombre r de points de 6> se projetant en 
un meme point C constant. Pour^l , r = 1 : il suffit de l'evaluer quand C est sur 
6. Pour se passer de% 4*0, il faut franchir Q, done faire varier r de deux unites : 
r = 3 sur*D. 

On a done (’alternative suivante : 

(i) ou bien M appartient k 6. Comme sa projection C n’appartient pas au 
contour apparent Q, le plan tangent k la surface 6 au point M n’est pas 
vertical. Or les vecteurs MM„ / I MM n I sont tous egaux k un vecteur v, 
d’origine M, de longueur 1, vertical et dirige verticalement. Comme le point M n 
tend vers M en restant sur 6, le vecteur^ est tangent k cette surface. On a 
done exhibe un vecteur vertical tangent k 6 en M. ce qui contredit le fait que le 
plan tangent est non vertical. 

(ii) ou bien M appartient au bord de 6, c’est-2l-dire k 1’une des generatrices 

Or sa projection C a ete supposee n’appartenir i aucune des 

droites ®,, 9), D’ou a nouveau une contradiction. 

On aboutit £ une contradiction dans les deux cas, et la finitude est ainsi demon- 
tree. Prenons maintenant dans l’ouvert *^1 deux points C 0 et C 1 , supposons 
qu’il y ait r 0 points de S se projetant en C 0 et r, points de & se projetant 
en C,, et montrons que r 0 =rj. Joignons C 0 et C, par une courbe continue 
tracee dans ^1: il s’agit d’une application continue c : [0, 1] telle que 
c (0) = M 0 et c (1) = M,. C’est possible puisque l’ouvert ^lest connexe. Notons 
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insi delimitees sont en nombre fini. Quand 01 
ansformation observ^e depend de la fronti^re 
deux du nombre d'lquilibres stricts si c’est le 
’un equilibre strict en une famille d’equilibres 
es 9„ffi a 


n passe de l’une & 
que Ton franchit. 
contour Q . D6g6- 


Ces resultats sont de grande portae. Remarquons par exemple que, au moins 
si les conditions (a), (b), (c) sont satisfaites, le contour Q et les droites 
3>j, . . sont de mesure nulle (intuitivement, une courbe n’a pas d’ypais- 
seur, l’aire qu’elle occupe est done nulle). Tirons au has aid un point de la boite 
d’Edgeworth, en admettant que la probability de tomber dans un certain rectan- 
gle est proportionnelle & son aire. La probability de tomber sur le contour ff, ou 
sur des droites 9,, 9 Jt . . ., est nulle. En d'autres termes, presque tous les 
points C de la boite d’Edgeworth sont justiciables de la proposition 2. Cela veut 
dire que, pour presque toute ^partition initiate, il n’y a qu’un nombre fini 
d'yquilibres stricts compatibles avec celle-ci, et ils en dy pendent confinement. 



FIGURE in.33 




repartition 


systdmes 


de prix d’equilibre stricts, et ils s’exprimeront comme r fonctions continues : 
P, = V>i (^. a). ■ • •> P r = *i (<*>, «)• 

On peut done dire qu’en general, les prix d’equilibre varient continument avec 
la repartition initiale. II n’en est plus ainsi sur les frontieres, contour ou 
droites ®,, ® 2 , . . .. Supposons par exemple qu’au depart le point C soit place 
sur la courbe 9 : l’6quilibre sans transaction est le seul possible (proposition 43). 
Faisons-le bouger : tant qu’on ne franchit pas une frontiere, on a toujours un 
seul equilibre, fonction continue de la repartition initiale. Si main tenant on 
doit franchir le contour fl, on peut s'arranger pour que ce soit en un point 
simple, et le nombre d’equilibres variera de deux : 3 ou - 1 . Comme il ne saurait 
etre negatif, on est en presence de trois equilibres, d'ailleurs tous stricts. Si 
on franchit & nouveau le contour Q, on passe & 3 ± 2 = 5 ou I equilibre. Si on 
franchit une des droites ®,, ® 2 , . . n un de ces equilibres stricts degendre. 

On remarque que, tant qu’on ne franchit pas 1’une des droites ®,, ® 2 , . . ., 
les equilibres restent stricts et sont tous en nombre impair. En particular, ce 
nombre ne peut jamais etre nul ! On a 1& le principe d’une nouvelle demons- 
tration de l’existence d’equilibres compatibles avec une repartition initiale 
donnee. Cette demonstration s’appuie sur les hypotheses (HI) - (H4) et sur 
la proposition 43, e’est-i-dire qu’elle ne fait pas appel au theoreme combi- 
natoire de Shapley et aux theoremes de point fixe qui en decoulent. 

Void bouciee la boucle, et termine ce long chapitre. Nous sommes partis des 
probiemes d’existence, nous sommes passes par les probiemes d’unicite, et 
nous voici par un autre chemin revenus aux probiemes d’existence. L’etude 
des economies d’echange pur est terminee, et il est temps d’y introduire la 
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IV. La production 


Jusqu’& present, nous avons etudie une Economic d'echanges pure, ou les agents 
sont uniquement des consommateurs et non des producteurs. 11 est temps 
maintenant d’accorder a notre economic la faculty de produire. Une entree 
en sc£ne aussi tardive condamne la production k jouer les seconds roles. Nous 
verrons dans ce chapitre combien les notions d'optimum de Pareto et d’6qui- 
libre concurrentiel s’adaptent aisement, pourvu qu’on laisse le role dominant 
aux consommateurs. On retrouve 1£ le point de vue neoclassique, que j’avais 
adopts d£s le ddbut de ce livre : c’est exchange qui est le moteur de I’lconomie. 
Si les premisses avaient 6t6 differentes, la conclusion serait tout autre. Les 
marxistes, par exemple, attribuent a la production un role tout & fait fonda- 
mental. L’id6e meme d’une dconomie d'echanges pure, sans production, est 
alors depourvue de sens, et la throne de la valeur est batie sur de toutes autres 
bases. La valeur que j’ai definie au chapitre precedent, est essentiellement 
une valeur d’dchange : les prix d’equilibres ne sont pas lids intrinsequement 
aux diffdrents biens, mais dependent des preferences des consommateurs. 
Nous allons les faire dependre aussi des possibility des producteurs. 

1. Ensembles de production 

L’dconomie comprendra dorenavant, outre des consommateurs, des unitds 
de production. Ces unites peuvent se reduire a un seul homme, artisan ou 
agriculteur, ce peuvent aussi etre des entreprises, usines ou manufactures. 
Pour simplifier, il m’arrivera de parler de « producteurs » sans faire de dis- 
tinction. Le trait commun de toutes ces unitds, c’est qu’elles produisent quel- 
que chose & partir de quelque chose d’autre. Ce sont des systemes entree-sortie, 
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nement d’une machine-outil. On aura, pourl 
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truction simultande de ceux-ci. On dit que l’entreprise a la libre disposition des 
biens 1 et 2 : elle peut en ddtruire des quantity quelconques, en circuit ferine, 
sans consommations supplementaires ni productions parasites. Enfln, si 
l’ensemble de production a failure decrite par la figure 1V.4, cela signifie essen- 
tiellement que le fonctionnement est reversible : l’entreprise peut produire 
du bien 2 i partir de bien 1 (point y), ou du bien 1 & partir de bien 2 (point z). 












I’entrcprise, 


dispensateur des largesses de la nature. 

Le modele exclura done que Ton puisse produire k partir de rien. Par contre, 
il admettra que Ton puisse produire beaucoup & partir de fort peu. Si 1’on 
desire exclure ce type de fonctionnement (et ce sera n£cessaire au § 3, pour 
obtenir des dquilibres), il faudra supposer que l’ensemble de production Y 


La signification de cette hypothese est particulierement claire dans le cas de 
deux biens. Dans les figures IV .6 et 1V.7, l’ensemble de production est convexe. 



FIGURE IV.6 FIGURE IV.7 

FIGURES IV.6 et IV.7 

1=2. Deux exemples d’ensembles de production convexes. 
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Bien entendu, si l’on combine y avec z = 0, on obtient le vecteur t y, oil t 
est compris entre 0 et 1. Cest la situation d^crite ci-dessus, lots de l’^tude 
des rendements. On en tire meme une suggestion pour la realisation pratique 
du mode de fonctionnement t y : mettre en sommeil une partie (1 - t) de l’en- 
treprise, le reste fonctionnant suivant le mode y. Ces deux proprtetes : divisi- 
bility de la production et dlcroissance des rendements (' ) ne sont que deux 
facettes d’une meme i6alit£, exprimee de faqon commode par la convexity 
de 1’ensemble de production. Les iddes economiques prennent un corps g6ome- 
trique. Nous allons voir un dernier exemple de cette demarche. 


Supposons maintenant fix< un systime de prix (p, p|) pour les diff6rents 

biens. Ce sont les prix auxquels le producteur se foumit en entries et Icoule 
ses sorties. Soit y G Y son vecteur de production ; nous supposerons pour 
simplifier les r premieres coordonnies positives et les autres negatives. Son 
cout de production est alors 

-Pr*« y«*i— -• --Piyi 

et son chiffre d’affaires : 
p, y, + . . . + p r y r . 

Son profit n’est autre que leur difference : (chiffre d'affaires) - (coOt de pro- 
duction), ou, si 1’on prffSre (prix de vente) - (prix de revient). 11 s’exprime 
par la formule trfis simple : 


Pi yi +- - + P, y r + p r *i y r *i + - + Piyi=<p.y>- (2) 

Le profit du producteur apparait done comme une forme line ai re, dont les 
coefficients p,, . . p ( sont fixes et qui opere sur les vecteurs de production 
y € Y. Par exemple, si tous les prix doublent et si le mode de fonctionnement, 
repr6sent6 par y, est inchange, le profit doublera. Le mot profit ne doit d’ail- 
leuts pas faire illusion : il se peut fort bien que < p, y > soit negatif, auquel 
cas il vaudrait mieux parler de perte. 
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11 est j)lus ingress ant de comparer les profits < p, y > assoc i^s aux divers vec- 
teurs y d’un ensemble de production Y donne Bien entendu, l’appareil giomi- 
tique que nous avons construit nous amine iniluctablement k rechercher le 
vecteur de production y assurant le profit le plus ilevi. D«1H dire que c’est 
le meilleur mode de fonctionnement, et celui que choisira le producteur, il 
n’y a qu’un pas, que nous franchirons alligrement. U ne faut toutefois pas 
se dissimuler qu’il s’agit d’une hypothise de comportement, et non d’une nices- 
siti logique. On ne saurait dicriter que les producteurs cherchent ft maximiser 
leur profit, sans les consulter. Malheu reuse men t, les ressorts de la vie icono- 
mique sont plus cachis que ceux des machines mathimatiques, et les mobiles 
des chefs d’entreprises sont loin d'etre clairs. Us se difendraient plutot de 
chercher & tout prix le profit maximum! Certainement, d’autres considera- 
tions peuvent jouer, humaines, sociales, voire poUtiques. Par ailleurs, plus l’en- 
treprise est importante, plus le profit est difficile & difinir : c’est une notion 
comptable, qui depend de la maniere dont les amortissements sont pris en 
compte, et de beaucoup d’autres facteurs. Bref, dans la gestion des entreprises, 
le profit serait un serviteur plutot qu’un maltre, un moyen plutot qu’un entire. 




de l’ensemble de production Y pour lesquels < p, y > est maximum. Nous 
noterons T (p ) cet ensemble : 

F (p) = •) y€YI<p,y»<p,z> vTgY f (3) 

A tout syst&me de prix p 6F 1 on associe une partie T (p) de l'espace des 
biens F 1 : c’est l 'off re du producteur. On remarquera qu’elle n’est pas affec- 
t6e par le niveau global des prix : si tous fes prix doublent simultanlment, ils 
suffit de multiplier par deux chaque membre de 1’inegalite de definition (3). 
Plus generalement : 

vt>o,r(tp) = r(p). (4) 

On. remarquera que Ton a affaire k une correspondance : k tout p G F 1 , on 
associe un ensemble T ( p ). En d’autres termes, pour un systeme de prix donne, 
1’ application du critere de maximisation du profit foumit un ensemble de 
vecteurs, y G T(p), entre lesquels choisir. 11 ne permet pas de trancher plus 
avant. Deux types de probiemes peuvent alors se poser : 

(a) 1 'ensemble T ( p ) est vide. Dans ce cas, le critire adopts est trap strict : 
aucun vecteur de production n’y satisfait. Cela peut se produire si, par exem- 
ple, il n’y a pas de limite aux profits possibles : pour tout y G Y il y a un 
x G Y tel que < p, x > > <^, y > ; 

(b) l’ensemble T ( p) contient plus d’un point. Dans ce cas, le critdre adopte 
est insuffisant. Le producteur devra se determiner entre les divers y de T (p) 
en faisant appel k d'autres considerations. En d’autres termes, le modele ne 
rend compte qu’incompietement de la conduite du producteur. Ses decisions 
ne sont prevues qu’avec une certaine ambiguite, d'autant plus grande que l’en- 
semble f (p) est plus etendu. 


Ces diverses situations apparaissent clairement dans le cas de deux biens. Soit 
done une entreprise produisant du bien 2 4 partir de bien 1 ; si l’entree est 
y, < 0, la sortie sera au phis y 2 = f (y, ) > 0. La fonction f : F_ -* F t decrit le 
fonctionnement k plein rendement ; 1’entreprise peut sans doute produire 
moins que f (y 1 ), pour une entree y, donnee, mais il est techniquement impos- 
sible de produire davantage. Si l’on accorde i 1’entreprise la libre disposition 
des biens, son ensemble de production sera constitue des points du plan F 5 
situes en dessous du graphe de f : 

Y = { (Yt.yj) I Yi <0,yj <f(y,) }■ 
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Nous retrouverons cette fonction f au paragraphe quatre, sous le nom de fonc- 
tion de production. En attendant, considdrons le cas oil f (y,) = - ay,, 
avec a > 0. Cela veut dire que les quantitds de bien 2 que l'entreprise peut 
produire sont proportionnelles aux disponibilites en bien 1 : le rendement 
est constant et dgal k a (sous reserve que 1’on utilise au mieux les possibility 
techniques). C’est un cas d’une grande importance thdorique, en raison de 
sa simplicity, et c’est malheureusement aussi un cas qui relive des problimes 
(a)et(b). 

Fixons en effet un systime de prix (p,. p 2 ) € FI et proposons-nous de maxi- 
miser le profit p, y, + p 2 y 2 sur l’ensemble de production. On peut raisonner 





FIGURE IV. 13 


(i) ou bien p, a p 2 > 0. Le « profit » est alors n^gatif, c’est-i-dire que 
l’entreprise fonctionne k perte. Le deficit est proportionnel k 1’entrde y, ; le 
profit maximum, c'est-h-dire le deficit minimum, est rdalisd pour yi = 0. En 
d’autres tenues, le mieux que puisse faire l’entreprise est de fermer ses portes ; 

(ii) ou bien p, a p 2 <0. La quantity (p, - a p 2 ) y, est alors positive, et 
represente bien un profit. Malheureusement pour nous (mais heureusement pour 
l’entrepreneur), ce profit est proportionnel & l'entrfe y,. c’est-h-dire au niveau 
d’ activity : plus on produit et phis on y gagne. 11 n’y a done pas de limite aux 
profits possibles, ni de vecteur y £ Y maximisant : on a toujours interet k 
produire davantage encore. Nous venons de rencontrer le probleme (a) ; 

(iii) enfin, p, - a p, = 0. Le profit est alors nul, quelle que soit l’entide y, • 
L’entrepreneur n’est done pas incite & en choisir une plu tot qu’une autre. La 
cessation d’activites (y, = 0), comme une production 61ev6e (- y, trds grand) 
sont egalement bonnes, et le modele ne permet pas de trancher. Nous venons 
de rencontrer le probleme (b). 

La correspondance d’offre T resume ces rdsultats : 

r(p)= )3( si p, - a p, > 0 
r (p) = <t> si p, - a p 2 < 0 

r(p)= i (yi.-ay,) i y, <0 f . 

Economiquement, il est tres facile de comprendre ce qui se passe. Appelons 
le rapport p, / p 2 prix relatif du bien 1 (par rapport au bien 2). L’egalite du 
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assurant que T (p) est non vide, ou qu'il contient au plus un point. En voici 
d’assez naturelles : 

PROPOSITION I 

Supposons que Y est feme dans F* et verifie la condition . 

\y„eY, I y n l^°°.y„/ly n I-T]=*?e - f(. (5) 

A brs, pour tout systeme de prix strictement posit if s, le profit atteint son 
maximum sur Y en un point au moins : 

vpG f/, r (~p)±<>. 

DEMONSTRATION 

Soit a (eventuellement + «>) la borne superieure des profits possibles : 

a=_sup <p,y> (6) 

y€Y 

et soit y n une suite de points de Y telle que : 

<P.y n >-a (*). 

Je dis que la suite y n est bomee. Supposons un instant qu’il en soit autremc 
On pourrait alors extraire une sous-suite, notee y n », telle que H y n » I tende \ 


( 7 ) 




l’infini. Les vecteurs y n * / I y n > I seraient tous de nonne un ; et la boule-unitd 
de F* est comrade. On pourrait done extiaire de nouveau une sous-suite, not6e 
y n »», telle que y n « / I y n » S converge vers un vecteur z. D’apres I’hypothfise (5), 
le vecteur z appartiendrait k --F*. Comme toutes les composantes de p sont 
strictement positives, le produit < p, z > serait strictement negatif, et Ton 

< p, y n » > = I y n » l< p, y n » / I y n » I > (8) 

En comparant les formules (7) et (8), on obtiendrait a = - ce qui est 
absurde. La suite y n est done bornee : 

3c : VnGN, ly n l<c, 


3u : y n * - u. (9) 

Comme l’ensemble Y est ferm< et contient les y n '. il contient^leur limite u. 
En outre, des formules (7) et (9), on dlduit aislment que < p, u > = a. Grace 
& la definition de a par la formule (6), on conclut que u maximise le produit 
<p, y >poury GY. 




(5): 


aite. Le 




L’interp rotation economique de la condition (5) n’est guCe difficile. Le vec- 
teur z repr6 sente le « rendement k l’infini » : quand le niveau d’activite de 
l’entreprise est trds 61ev6 (I y n I trts grand), les composantes de z sont k peu 
de choses pres les proportions relatives des differents biens dans le bilan de 
production. Dire que z appartient ii signifie que la colonne des sorties 

se vide progressivement au fur et & mesure que la production augmente. En 
d’autres termes, les rendements tendent vers z£ro quand le niveau d’activit^ 
augmente. 



FIGURE IV.IS 

L’ensemble de gauche est convexe, mais non strictement convexe. L’ensemble 


L'intCieur de Y est l’ensemble des points que Ton peu't entourer d'une boule 
ouverte enticement contenue dans Y. Intuitivement, c’est I’ensemble Y priv* 
de son bord. On le notera Y. Je dirai que rensemble Y est strictement convexe 
si, quels que soient les points y et z distincts de Y, le segment ] y, z [ est 
contenu dans Y. En particulier, I’ensemble Y sera convexe, puisque Y est lui- 
meme contenu dans Y. En outre, seules les extrdmit£s d’un segment contenu 
dans Y peuvent appartenir k son bord. II n’y a pas de segment entierement 
contenu dans le bord de Y. Intuitivement, ce dernier n’a pas de faces planes, 
ni d’aretes rectilignes, ce qui va permettre d’etablir l’unicite. 

PROPOSITION 2 

Supposons Y strictement convexe dans Ft / . Alors, quel que soit le systeme de 
prix, il ne saurait y avoir plus d’un point ou le profit soit maximum : 

Vp#o, [xer(p) euer (~p)]*>2 =T 
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DEMONSTRATION 


Supposons qu’il y ait deux points distincts x et z dans T (p) : 
x G Y, z G Y, < p, ^ > = a = < p, z > 

Considerons le point u = (x + z) / 2, milieu du segment [x, z). On vSrifie 
immediatement que : 

<!>>** > = a. 

En outre, puisque Y est strictement convexe, u est le centre d’une boule B, 
de rayon e > 0 assez petit, enti&rement contenue dans Y. Comme B C Y, on 



De la definition de B il ressort que : 

b = < p, u > + e Ip I = a + e Ip I. 

Nous avons ddmontre successivement que b < a puis que b > a. C’est la contra- 
diction desirte : il n’est pas possible de trouver deux points distincts dans 
r y (p). 


Revenons pour finir & rdconomie globale, regroupant, non pas une, mais plu- 
sieurs unites de production. Notons p leur nombre : il y aura done p ensembles 
de production independants Y,, . . Y . Prenons n’importe quelle famille de 
vecteurs de production y, G Y, , . . y_ G Y p ; cela exprime que y, est techni- 
quement realisable par la premiere unite de production, y 2 par la seconde, 
et ainsi de suite. Si Ton admet que ces unites de production sont technique- 
ment independantes, rien n’empeche de les faire fonctionner simultanement, 
le producteur Y k suivant le mode y k (pourvu, bien entendu, que l’approvi- 
sionnement soit assure). Le bilan global, au niveau de l’economie, est alors 
represente par la somme y, + . . . + y_ des vecteurs de production individuels. 
On l’appelle vecteur de production globale, et on est conduit k 6 noncer : 
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DEFINITION 


Dans une economic k p producteurs Y, , . . Y p , I'ensemble de production 
globale Y s est la somme (' ) des ensembles de production individuels : 

Y, = Y, + . . . + Y p 

“ 1 y. + +? p i>vey k , 1 ( 

II est clair que Y s hlritera beaucoup de proprietes des ensembles de production 
individuels. Si ceux-ci satisfont & la condition (S), il en sera de meme de Y s ; 
s’ils sont strictement convexes, il en sera de mime de Y s . II y a toutefois des 
hypotheses que 1’on p re fire faire directement sur I’ensemble de production 
global. C’est sur l’une de celles-ci que nous terminerons : on dit qu’il y a libre 
disponibilite des biens dans l’lconomie si Y s contient l’orthant nlgatif : 

Y S D-P|. (10) 

Un vecteur de a ses coordonnles toutes negatives, et reprlsente done un 
mode de fonctionnement oil il n’y a que des entries et pas de sortie comme 
la caverne du lion de la fable, ou nombre de traces entraient, mais dont 
nulle ne sort ait. Il s’agit en fait de la destruction pure et simple du panier de 
biens indiqul (au signe pres). L’hypothese (10) signifle done que 1'lconomie 
dans son ensemble peut detruire librement des quantitls quelconques de biens. 


C’est une hypothlse tres forte, puisqu'elle permet 1'elimination immediate des 
biens non dlsirls : plus de pollution, phis de nuisances, on met les fumles 
et les dlchets ensemble dans un grand sac, et ils se detruisent tout seul. Ceci 
fait, on est ramene k une situation ou tous les biens sont desires. En ce sens, 
I’hypoth&e de libre disponibilite des biens remplace 1'hypothese de mono- 
tonie des prlflrences, que nous avions faite au chapitre p rlclden t. L’une ou 
l’autre permet de se limiter h des systlmes de prix positifs. Les prix nlgatifs 
n’ont plus de raison d’etre : ils represented des baremes de dedommagement 
pour faire accepter les nuisances. Qu’il n’y ait pas de nuisances, ou qu’on puisse 
les lliminer gratuitement, et il n’y a plus matiere k dedommagement. C’est 
ce qui se passera dans la suite, ou nous ferons l’hypothlse (10) et supposerons 
les prix positifs. 
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2. Optima de Pareto 


Nous voici main tenant devant une economic plus complexe, puisqu’elle regroupe 
des consommateurs et des producteurs. Les premiers sont caracterises par leur 
fonction d’utilitS Uj, 1 < i < m ; les seconds par leur ensemble de production 
Y k , 1 < k < p. Nous supposerons, comme aux chapitres II et 111, que chacune 
des fonctions d'utilite u ; est continue et vdrifie l’hypothese (HI) : elle ne depend 
que de x 1 . Pouvons-nous retracer le chemin d6j& parcouru, retrouver les optima 
de Pareto, puis de l& les equilibres de Walras? Attaquons-nous & la premiere 





DEFINITION 


L’ensemble des allocations reatisables pour une economic dont les ressources 
totales sont Q, et ('ensemble de production est donne par 

91 = { (x 1 x m )GFj n I f x'en + Y, }. (3) 

A partir de maintenant, nous nous retrouvons dans la situation du chapitre I : 
il s’agit de trouver un critere pour comparer entre elles des allocations rfalisa- 
bles. Lk encore, il faut se rabattre sur le entire de l’unanimite, exprime dans la 
notion d’optimum de Pareto. La definition de ceux-ci est inchan g^e depuis 
le paragraphe 1 .5 ; je me borne & la recopier, en tenant compte de 1’hypo- 
thkse (HI) (Igoisme des preferences). 

DEFINITION 2 

Une allocation realisable (x 1 , .... x m ) est un optimum de Pareto strict si : 

j: * <y‘ ? “)*»• m 

C’est un optimum de Pareto faible si : 

[Vi.u i (y i )>u,0?)] - (y 1 y m )*». (P*) 

Je ne reviendrai pas sur la signification de cette definition, qui a 6te abondam- 
ment discutee au paragraphe 1 .5 . La seule difference reside dans la definition de 91 . 
Cette identite formelle reflate une similitude profonde : ici comme Ik, la deci- 
sion est remise entre les mains des consommateurs. A ce stade, les producteurs 
sont absents. 11s ne participeront qu’k la mise en ceuvre, quand les consom- 
mateurs auront arrete une allocation (x 1 , . . x m ), et qu’il faudra bien la 
realiser. Les producteurs apparaissent done ici comme les instruments des 
consommateurs, sans vreux k emettre ni voix au chapitre. En d'autres termes, 
les unites de production sont gerees directement par les consommateurs, en 
vue de leurs interets, manifestes par leurs fonctions d’utilite. Des le prochain 
paragraphe, nous introduirons la propriete privee des ressources initiales, et les 
producteurs obtiendront leur autonomie. D y aura des decisions de production, 
independantes des decisions de consommation. 
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En attendant, les ressources initiates et les capacites de production sont mises 
en commun, au service de l’enseroble des consommateurs. Peut-on trouver 
des optima de Pareto ? C’est la premiere question qui se pose. La teponse passe 
par une etude ptealable de l'ensemble 9? des allocations realisables. 

PROPOSITION 3 

Supposons que l'ensemble de production global Y s soil ferme et que, pour 
toute suite y n € Y telle que I y n I tende vers I'infini, on ait : 

»-« et ue^l) ~u=0. (4) 

Alors l'ensemble 91 des allocations realisables est ferme borne dans F*" 1 . 
DEMONSTRATION 

Revenons it la formule (3). 11 s’agit de montrer que l’ensemble 91 est compact. 
Je vais done prendre une suite quelconque (xj,, . . xJJ 1 ) dtetements de 91, 
et montrer qu'on peut en extraire une sous-suite convergente. 

Notons e„ le vecteur (x^ + ... + xJJ 1 ). Dire qu'on a affaire & une allocation 
realisable signifie que les x j, appartiennent k Fj et que : 

V« + y„.avec ?„(=¥,. (5) 

La suite e,, apgartient 4 Fj^Si elle n’etait pas bom<e, on pourrait en extraire 
une sous-suite e„* telle que I I tende vers I’infini. Mais les vecteurs e^» / 1 e n ' II 
sont tous de norme unite et de composantes positives. L’ensemble U 
= | u GF | I lu 1= 1 1 est ferme borne, done compact. On peut done extraire 
une nouvelle sous-suite e,,** telle que e^»» / I e^« I converge vers un vecteur 
U eU. D’apres la formule (5), on aura : 

V / 1 V I = n / I V I + Yn" / 1 V 1 ( 6 ) 

Comme D e n » II tend vers I’infini, le premier terme de droite tend vers zero. En 
prenant les normes des deux membres, on montre que I y n » I / I e^,» I tend 
vers 1 . En passant & la limite dans la formule (6), on obtient : 

y n "/ly„"l-u. (7) 

D’apres l’hypothese (4), le vecteur u, s’il appartient ft F*, doit etre nul. Or il 
appartient & U, e’est-i-dire qu’il appartient & F* et que sa norme est un. D’ou 
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de meme quand il y a plus de deux biens ? Cest effectivement le cas : 
PROPOSITION 4 

SuppoSons que I'ensemble de production global Y s soil convexe ferme, 
contienne Vorigine mais aucun autre point de F* . 

r,nn;=|o|. (s) 

Alors I’ensemble 9 des allocations realisables est convexe compact. 
DEMONSTRATION 

La convexity se dlduit immediatement de la formule (3). Quant & la compacite, 
il suffit de verifier que l’hypothese (4) est satisfaite. Soit done y n une suite 
de Y s , verifiant : 

|y n |-+oo et y n / ly n l-*u6R|. 
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L’ensemble Y s contient l’origine 0 et le vecteur y n . Comme il est convexe, il 
contient tout le segment [0, y n ]. En particulier, il contiendra le point y n / I y n II 
puisque 1 / I y n I tend vers ziio. 

L’ensemble Y s contient toute la suite y n / I y„ I. Comme il est ferine, il contient 
leur limite u. De u £ Y s et u on deduit que u = 0 par l’hypothfise (8). 


Il ne reste plus qu’i appliquer les resultats du paragraphe 1. 5, avec cette nouvelle 
definition de l’ensemble S des allocations realisables. La seule chose qui importe 
pour les demonstrations est qu’il soit compact (prop. 1 .5 .2) ou convexe compact 
(prop. 1.53). On peut done enoncer : 

PROPOSITION 5 

Hypotheses des propositions 3 ou 4. Pour toute allocation realisable 

(z l ~z m ), il exist e un optimum de Pareto strict (x l x m J € 91 unani- 

mement prifiri : 

Vi,u l (Z , )>u i (? 1 ). (9) 

COROLLAIRE 6 

Supposons en outre que Y s contienne I'origine 0. Alors il exist e dans (R au 
moins un optimum de Pareto strict. 
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de (F*) m dans F m . Nous supposerons que u ( (0) = 0 quel que soit /', quitte 
& ajouter une constante k chacune des fonctions d’utilite. On aura done : 

u( 3 ,...,<S)=<SeF ,n . (12) 

L’application U est continue, puisque les fonctions u ( le sont. L’ensemble 
U (9t) sera done compact, puisque 9t Test (prop. 4). De meme l’ensemble 
U (9**) sera compact, puisque 9' Test (prop. 7). 


DEFINITION 8 

Tout vecteur de U (90 - F™ sera appeie une imputation. On dira qu'une impu- 
tation sera dite paretienne si ses composantes sont positives, et si elle n’est 

v,>0 et VweU(90-F“,3 i: wj<v,. (13) 

On notera^l l’ensemble des imputations paritiennes. Par definition : 

^CF™ 0(11(90 -F") (14) 

et on montre facilement la : 

PROPOSITION 9 

Hypotheses des propositions 3 ou 4. On suppose en outre que Y s contient F^ 
(libre disposition des biens). Alors I'ensemble ^1 est compact et contient 

U(9). 


DEMONSTRATION 

Comme U (90 est compact, le fait que est borne resulte aussitot de l’inclu- 
sion (14). II est facile de verifier que % est ferine (proceder comme & la propo- 
sition 7 : le compiementaire de ^Idans U (91) -F™ est ouvert). 


Enfin, prenons un optimum de Pareto strict (x 1 , . . x m ), et examinons l’im- 
putation (u, (x 1 ), . . ., u m (x m )). 0 ressort immediatement de la definition 
qu’elle n’est dominee par aucune autre. Par ailleurs, si l’une des ses composantes, 
u, (x 1 ) pour fixer les idees, etait strictement negative, il suffirait de detruire 
le panier de biens x l pour obtenir l’allocation realisable (0, x 2 , . . ., x m ). Le 
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premier consommateur la prdfere strictement, et les autres sont indiffg rents, 
ce qui contredit le fait que (x\ . . x m ) etait un optimum de Pareto strict. 

Pourquoi introduire cet ensemble ^1 ? La vraie raison est que ce sera un inter- 
mediaire important dans la demonstration du theoreme d’existence pour les 
equilibres. Pour 1'instant, c’est seulement un ensemble lie it U (9) et U (9‘), 
et le principal merite que je vais lui trouver est d’avoir une structure tres simple. 
Pour la mettre en evidence, j’introduis le simplexe. 

£ = ) vSR m lv,S>0et2:^>>lt (15) 

et je derinis une application o de F™ (prive de l'origine) dans £ par la formule : 
o(w) = w/(w, + ... + w m ). (16) 

PROPOSITION 10 

Hypotheses de la proposition 9. Supposons en outre que l’origine ne so it pas 
un optimum de Pareto : 

( 17 ) 

A brs i application o: c U-» £ est une bisection, et est continue ainsi que son 
DEMONSTRATION 

Je vais construire explicitement l’inverse de o. Pour cela, associons k chaque 
point v G £ la demi-droite D (v) issue de l’origine et passant par v : 

D(?)=) 

Considerons son intersection avec U (£) - F ™ : 

I(v)= { X>0lXvGU(90-F + m f . 

II est clair que I (v) est un intervals. En effet, siotGl ( 7 ), on aura : 
av-F™ CU(«)-F + m ; 
en particular, si 0 < X < a, on aura : 

Xv=a7-(o-X)?Gav-F™ 



FIGURE IV. 17 



Je dis d’abord que cet intervalle est borne : 0 =£ + «>. Sinon, pour tout entier n, 
le vecteur n 7 appartiendrait k U (90 - F? , et il y aurait done un vecteur 
w n G U (90 tel que > n pour 1 < i < m. Comme v appartient X 2, une 
au moins de ses composantes Vj est strictement positive, et tendra vers 
I’inflni, ce qui contredit le fait que U (90 est compact (done borne). 

Je dis ensuite que cet intervalle estjermi : 0 G I (v). Prenons en effet une suite 
X n -+ 0. Alors, pour chaque X n v, on peut trouver un w n G U (90 tel que 
X n v G w n - F™. Comme U (90 est compact, on peut extraire une sous- 
suite X n > telle que les w n > convergent ^ers un w G U (90- En passant X la limite, 
on obtient 0 v G w - F™ , done 0 G I (v). 


Je dis enfin que 0vG%. Autrement, il existerait unwGU (91) tel que Wj >0 vj 
pour 1 < i < m. Comme les indgalites sont strides, on peut choisir e > 0 assez 
petit pour que W; > 0 (1 + e) Vj pour 1 < i < m. Mais cela s’ecrit aussi : 

0(1 + e)vGw -F™, 

et done 0(1 + e) G I (v), contredisant la definition de 0. 

Ceci impbque que 0 est non nul : 0 ¥= 0. En effet, d’apres l’hypothese (17), 
l’origine 0 de F m n’appartient pas X^i . 
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Recapitulons^tout ceci. Le nombre 0 depend bien entendu de v, et nous le 
noterons 0 (v). On a done I (v) = [0, 0 (v)J, avec O<0(v)<°° quel que soit 
vei.On posera : 

T(v) = 0(v).ve^l. 

J’ai ainsi defini une application r de £ dans <5 U . On verifie immediatement 
que e’est l’inverse cherche pour a : chaque demi-droite D (v) ne porte qu'un 
point de 2 et un point de% images l'un de l’autre par les applications a et r. 


Ainsi, (’application a est bijective. 11 est clair qu'elle est continue. On sait aussi 
que les ensembles “’ll et 2 sont compacts. D’apres un theoreme classique, cela 
suffit pour que ('inverse r soit elle aussi continue (‘ ), et le rlsultat est etabli. 


Les imputations v repr£sentent des niveaux d'utilite individuals que la societe 
peut assurer & ses membres, soit qu'elle les realise exactement soit qu’elle les 
depasse. En d'autres termes, on peut toujours trouver une allocation realisable 
(x 1 , . . x m ) telle que Uj (x 1 ) > Vj, meme s’il n’y en a pas qui verifie les egalites 
Uj (x*) = Vj. Le lien entre imputations paretiennes et optima de Pareto est assure 
par la proposition 9 et la relation : 

u(y’)nR 4 m »%nu(9). (18) 

En d’autres termes, si une imputation paretienne est l’image par U d’une allo- 
cation realisable, cette demiere .est necessairement un optimum de Pareto. 
On aurait souhaite, bien sur, que U (S’) ou U (9') aient les memes proprietes 
sympathiques que* 5 !! :ce n’est malheureusement pas le cas. 

A partir de 1&, notre etude bifurque. Nous avons montre que l’ensemble des 
optima de Pareto est non vide, et nous l’avons apparente k un simplexe. Je 
desire maintenant caracteriser ces optima de Pareto. Cette recherche sera 
menee dans deux cadres differents avec des methodes differentes. Commen- 
Qons par le cas convexe : l’ensemble de production global Y s est convexe, les 
fonctions d’utilite quasi-concaves. 


(1) Soit F un ferme de*^l . II est compact, puisque *Hi Test, et a (F) le sera aussi. 
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Certes, nous avons k notre disposition la caractlrisation du paragraphe 1.5, 
via des coefficients de transfert entre fonctions d’utilite. Mais ces coefficients 
ont peu de r£alit£ economique, et nous prefererions une caracterisation qui fit 
intervenir des prix. La clef est l'observation suivante : dire que l’imputation v 
est paretienne signifie que les possibility techniques et les ressources initiates 
ne permettent pas de realise r des niveaux d’utilite individuels superieurs k 
v,, . . v m . Les ensembles : 

(19) 

et Y s ont une intersection vide : tout point commun permettrait d’icrire 

2 j? - f2 G Y s . avec u ; (iT*) > Vj pour 1 < i < m. et l’imputation (u, (x') 

u m (x m )) dominerait "v. qui ne saurait done etre pardtienne. 11 ne reste plus 





done non vide. 

D’aprts le thdor^me de separation, il existe un vecteur p non nul tel que, pour 
tout z de A (v) et tout y de Y s , on ait : 

<p,z >><p.y >, (23) 

d’ou la formule (22), en remplaqant z par 2 x 1 - SI. Reste & montrer que les 
composantes de p sont positives ; quitte a le remplacer par p I 1 Pj, on se 
ramenera alors k un vecteur de n . 





Celle-ci est assez naturelle : elle affinne qu’il n’est pas possible de satisfaire 
completement l’individu i, au point qu’il ne desire phis rien de rien. Quel que 
soit le niveau de consommation atteint, on pouna encore lui faire plaisir en 
rajoutant de ce qu’il aime, ou en retranchant de ce qu’il n’aime pas. Cette 
hypothese de non-satiete a des consequences interessantes ; en particulier, elle 
implique 1’hypothese (17), que nous avions faite an terieu remen t : 

LEMME 12 

Sous les hypotheses de la proposition II: 

(a) pout tout i, tout x et tout e> 0. il existed G F' tel que : 
it-* Ke et u i (t)>u i (x) 

(b) si Sl k > 0 pour I < k <e. I allocation nulle ne saurait it re optimale au 
sens de Pareto. 

DEMONSTRATION 

(a) D’aprds 1’hypothese (21), il existe z G tel que u ; (z) > Uj (x). Consi- 
derons alors la fonction : 

*(t) = u,(x +t(z -x)) 

pour 0 < t < 1 . C’est une fonction concave, continue, de la variable t, v£rifiant 
'P (0) = U| (x) < U| (z) = <p(l). 

De la concavite, on conclut que <p (t) > y (0) pour t G ]0, 1). En prenant 
t = e / it -x l,etT = Z + t it-x I, on obtient I f - x I = e et u, (|) = 
V>(t)>u,(x). 

(b) En appliquant pour chaque i le rgsultat precedent & x = 0, on montre 

que pour chaque e > 0 il existe une allocation (t\ • • •,T m ) telle que it 1 I < e 
et Uj (f 1 ) > 0. Si e est choisi assez petit, le vecteur zt 1 - ft appartiendra encore 
k done k Y S ^L’ allocation (£', . . .,| m ) sera done realisable et unani- 

mement preferee 4 (0, . . ., 0). 


Tirons maintenant les consequences de la proposition 1 1 . Remarquons d’abord 
qu’il est possible de renforcer legerement la formule (22), en remplagant les 
inegalites strictes u t (x 1 ) > Vj par des inegalites larges u ; (x 1 ) > v 4 . En effet, 
supposons Uj (x 1 ) > v 4 pour tout i. D’apres le lemme 12 (a), il est possible de 
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COROLLAIRE 1< 


Hypotheses de la proposition 11. On suppose que le systeme de prix p € fi 
soutient imputation paretienne v G^l , et on choisit une allocation realisable 

(x l x m ) telle que Uj ft?) > Vj pour 1 <i<m. On posey = E x' - J2 € Y f 

Alors, pour cheque i : 

ft eP J et u t ft) > Vj ) =* <pft > > <p. ? > (25) 

qeY f =* <p.n>«p,y>. (26) 

DEMONSTRATION 

Dire que 1’allocation (x 1 , . . x m ) est realisable signifie que y = E x 1 -ft 
appartient k l’ensemble de production global Y s . On a alors, d’apres la defi- 
nition 13 : 

< p , z T' - ft - v > > o = < p, z T' - ft - y >, 

ceci quels que soient lesT 1 dans P‘ et ij dans Y,. Ceci s’ecrit aussi : 

f (<p,T , >-<p.)T , >)><p.^>-<p,y >• 

En prenant (£\ . . £ m ) = (x 1 , . . M x m ) au premier membre, on obtient la 

formule (26). En prenant au premier membre $ = x J pour j # i, et rj = y au 
second, on obtient la formule (25). 


Comme cas particular, on obtient la caracteristique voulue des optima de 
Pareto en termes de prix : 

COROLLAIRE 15 

Hypotheses deja proposition 11. Soil (x 1 x m )& 9' un optimum de Pareto, 

et y = Z ? - fi Alors il existe un systeme de prix p 611 tel que, pour chaque i : 
[? G Pi et u t ft 1 ) > Ui ft 1 )] - <P.T > > <p, x 1 > (27) 

q G Y s =* < p, q > < < p. y>. (28) 

DEMONSTRATION 

II suffit d’appliquer le corollaire 14 avec ^ = Uj (x')^Le systeme de prix p 
est Pun de ceux qui soutiennent (’imputation paretienne v. 


238 



consommateur i une satisfaction au moins egale, est celui qui coute le moins 
cher. De meme dans la formule (25), le panier de biens x 1 permet de realiser 
le niveau d'utilite v ( au moindre cout. 

lmaginons l’dconomie entre les mains d'un gestionnaire avise, de si rant atteindre 
un optimum de Pareto (x\ . . x m ). Deux me th odes s’offrent k lui pourcela. 
La premiere consiste k ordonner aux producteurs de groduiie y = Z x 1 - s5, 

et aux divers consommateurs de consommer x' x m respectivement ; elle 

depouille les agents de toute initiative. La seconde consiste & fixer un systkme 
de prix p soutenant l'imputation parftienne v = (u, (x 1 ), . u m (x m )), 4 

assigner aux divers consommateurs les niveaux d'utilite respectifs v, v m< 

et k passer la consigne : les producteurs maximiseront Ie profit global et les 
consommateurs chercheront & atteindre ces niveaux d’utilitl au moindre cout. 

On a Ik une procedure decentralize, visiblement moins lourde que la premiere : 
assigner un niveau d’utilite \ c’est donner un seul nombre, assigner un panier 
de biens x* c’est en donner / ! Elle pose cependant quelques problemes Le 
premier est technique: nous n’avons pas de garanties d’unicite. Maximiser 
le profit global conduira peut-etre k plusieurs vecteurs de production, dont un 







telle que u,- (x‘) > v j$ pour 1 <i <m. On suppose < p, x‘ >¥= 0; on a alors: 
[?' enj et <p,f ><<p.x'>] =» Ui (If) < Vi (29) 

rieY, =» <p. v>«p, Xx‘ - fi>. (30) 

DEMONSTRATION 

La formule (30) procide immediatement du corollaire 14. II nous donne 
dgalement : 

it'en; et ti,(B>s] - <;.?»<?.?>. (31) 

d’oii il faut deduire la formule (29). Par contraposition (P => Q si et seulement 
si non Q =» non P), la formule (31) nous donne (j'omets de rappeler k chaque 
fois l'appartenance k Fj) : 

<P.T* >«p.? > - Uj (?') < V (32) 

Le seul cas litigieux est celui ou < p, {' > = < p, x‘ >. Pour le rfgler, on se 
sert de l’hypoth6se que < p, x' > est non nul, done strictement positif puisque 
p et x' appartiennent &F^ : 

<p,x‘ >>0. 

On peut done approcher par une suite de vecteurs ^6Fj vdrifiant 
<p,|‘ > < < p, jT' >. En leur appliquant la formule (32), on obtient 
Uj ({*,) < V:. En passant & la limite, puisque la fonction Uj est continue, on 
obtient Uj (£*) < Vj, l'inegalite desirfe. 


COROLLAIRE 17 

Hypotheses de la proposition 11. Soil fx 1 x" 1 ) € 9' un optimum de Pareto 

et j> &U un systeme de prix soutenant fuj (x 1 ) u m (x m )). On suppose 

< p, x 1 > 0 ; alors : 

[I'GF' et <p.T > < <p, x‘ >] =» u/ (fXui (x‘) (33) 

rie Y s =» <p~i j > < <p. I? - n>. (34) 

La demonstration est immediate. D est utile de comparer les conditions (27) 
et (33). L’une dit que l’agent i cherche k atteindre le niveau d’utilite u ; (x*) 
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au moindre cout. L’ autre dit que l’agent i cherche k ddpenser la somme 
< p, x 1 > au mieux de ses interets. Les deux demarches sont differentes. L’une 
est la recherche du « meilleur marche » dans une certaine catdgone de biens ; 
1’ autre est la realisation de la « meilleure affaire » dans la limite d’un certain 
budget Nous venons de voir que, moyennant une hypothese assez faible 
(< p, x' > *= 0), elles conduisent au meme rtsultat. 


Toutes ces caracterisations reposent bien entendu sur la convexity de l’en- 
semble Y s et des relations de preference u ; . Nous verrons ulterieurement ce 
que Ton peut dire dans le cas non convexe. Mais auparavant, nous allons 
terminer l’etude du cas convexe, en montrant 1’existence d’equilibres 


3. Existence d’6quilibres concurrentiels 


Je me place dans le cadre defini ci-dessus, avec toutes les hypotheses de 
convexite qui ont ete faites au fur et & mesure, mais je desire m’orienter vers 



mation. La rtgle (1 b) 
l’dconomie des benefices i 


Les producteurs ont doi 
n^cessite la connaissanc. 














THEOREME 2 

Sous les hypotheses (K 1 ), (K 2). (K 3). U existe au moins un systeme de prix 
d'iquilibre. 







DEMONSTRATION 


On sait d6j& (proposition 2.4) gue 91 est convexe compact. Si je prends deux 
elements (X, Y)^t(X\ Y*) de 91, et un nombre X compris entre 0 et 1, alors 
X X + (1 - X) X' appartient encore & 91, et X y* + (1 - X) y' k appartient 
toujours k Y k , puisque ces ensembles sont convexes. Comme la condition 
de compatibility est Un^aire, elle est encore satisfaite pour X X + (1 - X) X' 
et X Y + ( 1 - X) Y'. Done l’ensemble 91 est bien convexe. 

Pour montrer qu’il est compact, prenons une suite quelconque (X,,, Y n ) 
dans 91 et montrons qu’on peut en extraire une sous-suite convergeant vers un 
point de 91. Comme 91 est compact, on peut extraire de la suite Xj,, une sous- 
suite, not£e X n >, convergeant vers un point X de9t. Je vais montrer que chacune 
des suites yj[» est bom^e, et pour ce faire, je vais adapter la demonstration de 
la proposition 23. 

Supposons, pour fixer les idees, que I y„ I tende vers l’infini, et que tous les 
quotients I y* I / I yj, I restent bomls par une constante M. Pour chaque n, 


D’apres l’hypothese (K 3), cela implique que tous les u* sont nuls. Mais 

I u 1 1=1, d’ou une contradiction. Ceci montre par 1’absurde que toutes 
les suites sont bomees. 

II ne reste plus qu’i extraire de chacune d’elles une suite convergente : 
y -» jr*. Com me les ensembles de production sont fermis, y* 1 G Y k . En pas- 
sant & la limite dans l’dgalitd (3), on obtient 

Done (Xn", Y n ») converge vers (X, V), qui appartient aussi k JR. Le rdsultat 
est etabli. 

Si v G^i est une imputation paietienne, il est naturel de lui associer toutes les 
allocations rtalisables X GfX qui assurent au consommateur i une utility au 
moins egale A v { . II est bon aussi de noter la faqon dont une telle allocation 
peut etre realisde : on obtiendra ainsi un element ( X,Y)de fR. Finalement, 
je definis une correspondance \J/ de^l dansfR par : 


*(v)= { (X, Y)S9 I Uj (x ') > Vj . | 

D’aprts la definition 2.8, I’ensemble 'l'(v)est non vide, quel que soit v G%. 
J’aurai besoin de plus de details : 

LEMME 2 

La correspondance ♦ : % &fR est a valeurs convex es el de graphe ferme. 
DEMONSTRATION 

Cela ressort immediatement du fait que les fonctions Uj sont quasi-concaves 
et continues. 

Prenons deux elements (Xj, Y,) et (X^, Y 2 )^de ^(v), et donnons-nous 
XelO, 1]. Posons X = X X, + (1 - X) Xj, et Y = X Y, + (1 - X) ? 2 . Alors 
(X, Y) appartient encore & 91, puisque cet ensemble est convexe. En outre, 
puisque u ; (x,‘) > Vj et Uj (x 2 ) > Vj, on aura U; (x 1 ) > v t . Done (X, Y) appar- 
tient X (v). 

Prenons une suite v n ‘ G tendant vers v, une suite (X„, Y n ) G (v n )tendant 
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vers ( X , Y) dans 91, et montrons que (X, ?) G (v). Pour chaque n€N on 
a U[ (xj,) > Vj, et il suffit de passer k la limite pour obtenir uj (x*) > v jt le rtsultat 
desire . _______ 


Si v G ^1 est une imputation pardtienne, on peut egalement lui associer l’en- 
semble 4> (vj des systdmes de prix qui la soutiennent (definition 2.13). C’est 
une partie de II, non vide d’apres l’hypothese (K 3) et la proposition 2.11. 
J’aurai besoin d’autres propriety : 


LEMME 3 

La correspondance d> . 6 ll & 11 est a valeurs convex es et degraphe ferme. 


DEMONSTRATION 

Rappelons la definition 2.11. Dire p G 4> (v) signifie que : 

[UjOc^v, et y G Y S J =» < p, 2 x* - f! -y >>0. (5) 

Soit q un autre point de <l> (v) : 

[Uj (rt *) ^ Vj et y GYJ =» <q, 2 x* - -y >>0. (6) 

Soit a p + ( 1 - o) q un point quelconque du segment (p, q), avec 0 < a < 1 . 
En multipliant le second terme de (S) par a, le second terme de (6) par 
(1 - a), et en ajoutant, on obtient : 

[u, (jt*) > v, et y e Y,J ■» <<tp+(l -a)q.r x 1 -sS -y >>0 
ce qui exprime simplement que a p + (1 - a) q appartient lui aussi k Pen- 
semble 4> (v), qui est done convexe. 

Pour montrer que le graphe de 4> est ferme, il faut prendre une suite v n G<^1 
convergeant vers v, une suite p n G <J> (v n ) convergeant vers p, et prouver que 
p G4> (vj. Prenons done une allocation (x 1 , . . ., x m ) telle que u ( (x*) > Vj, 
et un vecteur y G Y s . Comme les composantes v^ de v n tendent vers v jt on 
aura Uj (x*) > v h & partir d’un certain rang n 0 GN. Comme p n G 4> (v n ), on 
en dgduit que : 

Vn>n 0 , <p n , £ x 1 - ft - y >> 0. 
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LEMME 4 

La correspondance A : fl x JR O- 6 !! est a valeurs non vides et de graphe feme. 


DEMONSTRATION 




Consider 


rons d’abord l’ensemble I (p, X, Y). Dire i e I (p, X, Y) signifie que : 

<?,?-<?- I SiJ 1 ? > 0. 

Comme cette inegalite est stride, elle subsiste pour (p n , x^J, Y„) assez voisins 
de (p, jc‘, Y). En d’autres termes, on peut trouver un rang n 0 tel que : 

Vn>n 0 , <p n ,^-^-£ i «{<?*> > 0 
et done i £ I (p n . Y n ). On a done montrf que : 

Vn> n 0 , I(p,X,Y) C I ?„). 

Grace k la formule (11), ceci se traduit immediatement par : 

V n > n 0 , Afo.X.Y) O A(p n ,X n ,Y n ). 

En particulier, tous les termes de la suite v n sont contenus dans A (p, X, Y) 
& partir du rang n 0 . Comme cet ensemble est ferm6, il contient la limite v, 
et le rtsultat est <tabli. 

Maintenant, nous sommes prets : 


DEMONSTRATION DU THEOREME 2 
On considere la correspondance : 

0 : [v. p, (X, Y)) - A (J X, Y)j< <I> (v) x q* (t ) de qix n x S dans lui-meme . 
En d'autres termes, [w, q, (2, T)] appartient k 0 [v, p, (X, Y)] si Ton a 
simultaneities : 

3eA&jt?),qe«(A et (2,T)e*(v). 

Cette multi-application est done £ valeurs non vides. II est facile de verifier 
que son graphe est ferme, puisque les graphes de A, <1> et ♦ le sont. Enfin, 
l’ensemble %xn xf£ est compact puisque G U, n, etS le sont. 

Pour appliquer le theoreme de Kakutani, il ne nous manque que les hypotheses 
de convexity. Malheureusement, elles ne sont pas verifiees, puisque l’ensembl^U 
n’est pas convexe. Toutefois, il ressemble beaucoup a un convexe, en l’occurence 
le simplexe Z, et cela nous suflira. Plus pr6cis6ment, la proposition 2.9 nous 
apprend l’existence d’une bijection o de ^ sur Z, continue ainsi que son 
inverse r. Remplagons done 6 !! par Z, et la correspondance 0 par 
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8' : [v\ p, (X, Y)] -* o [A(p, X, ?)] x <t> [r (v')] x * [t (?')] 


La correspondance 9' verifie toutes les hypotheses du theoreme de Kakutani, 
y compris les hypotheses de convexite. En effet, l’ensemble S x n x S est 
convexe puisque 2, II et 9? le sont. Pour [v\ p, (X, Y)] donnes, <t> (t (v')) 



<p, 2 x‘-J2-2tj k > > 0. 

En tenant compte de la relation (X, Y) eJR, c’est-i-dire 2 x‘ — = 2 jr 1 , cette 

inegali td devient : 

<p, 2 (y k -t? k ) > 0, V^GY k , 
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GY k . 


I<p,y k > - <p,^ >] > 0 V? 

Prenons tj‘ cjuelconque dans Y,, ct appliquons 1'inegalite precedente avec 
r? 2 =y 2 , . . tj p = y p . EUesertduiti : 

<p,y‘ > > <p,^' > V? €Y,. 

On montre cette meme inegalite pour tout k. La condition (d) est satisfaite : 
les producteurs maximisent leur profit. 


Supposons que l’un des consommateurs, le premier par exemple, presente 
un budget en deficit : 

<p,x' >><££> + l ®St<p.y k >- ( 12 ) 

Comme v € A (p, X, Y), on deduit des formules (10) et (1 1) que v, doit etre 
nul : v, =0. Par hypo these, u, (or 1 ) est positif, si bien qu'on peut appliquer 
la definition 2.13 h 1’allocation (w 1 , x 2 , . . ., x 1 ) et au vecteur_de production 
global y = S y k . En tenant compte une fois de plus de l'egalite 2 x ‘ - SI = 2 jrS 
on obtient : 

Cp.w* -x* > > 0. (13) 

Remarquons maintenant que < p, y > est positif quel que soit k. 11 suffit 
pour le voir d’lcrire <p,y lt >><p, rp t > avec = 0 6 Y k . En ajoutant 
k 1’inegalite (13) les termes supplemental res 0 k < p, y* >, tous positifs, on 
obtient : 

<p,x* > < <p,J' > + l ( ®ic<p,y k >, (14) 

en contradiction avec l’hypothese (12), qui etait done absurde. 


On montre ainsi qUe tous les consommateurs presentent un budget en 

Vi, <p,x i >< <p,w‘> + I ®| t <p,y k >. (15) 

Je dis que toutes ces inegalites sont en fait des egalites ; pour le voir, il suffit 
de les ecrire sous la forme : 

Vi, <p,x i — w 1 - I flLy k > < 0. (16) 
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(17) 


Si l’on ajoute tous les premiers membres, on obtient l’expression : 

< p, x‘ - 2^ to' - 2 I ( fl' k y* >, 

Or : 

2 loj^y 18 = k | i (2 fij t )jP c = i ( y*. 

L’expression ( 1 7) se rfduit done it : 

<p,Z x 1 - O -! | y k > = 0 

puisque (X, Y) e£R. Si une somme de termes de meme signe est nulle, chacun 
de ces termes est nul. Les premiers membres des inegalites (16) sont done nuls : 

Vi,<p,x l > * <p, J‘> + I fl i k Cp,y k >. (18) 

Ceci Itablit la condition (b). En outre, comme les tojj sont strictement positifs, 
le nombre < p, to 1 > 1’est aussi : 

<p,to'>=2 p k to k >0. (19) 

On a vu que les < p , y* > Itaient positifs. La formule (18), compte tenu de 
I’in6galit6 (19), montre alors que : 

Vi, <p,7‘> > 0. 

11 ne reste plus qu’4 faire jouer le corTollaire 2.17 : la formule (33) nous donne 
exactement la condition (c) • Le theortme 2 est Itabli. 


Essayons main tenant d’en mesurer la portee. A premiere vue, la conclusion 
parait tres puissante. On annonce un systeme de prix p ; chaque producteur 
maximise son profit et verse leurs dividendes k ses actionnaires ; chaque consom- 
mateur achete ce qu’il prffere parmi ce qu’il peut se payer. Tous ces comporte- 
ments sont strictements individualistes ; nul ne se soucie de ce que fait autrui, 
ni s’il pourra s’approvisionner, ni s’il pourra ecouler sa production. Le th£o- 
reme 2 affirme qu’il est possible de choisir le systeme de prix p de telle sorte 
qu’ils s’harmonisent automatiquement. Les relations (a), (b), (c), (d) sont des 
conditions de comptabilitl entre les actions des consommateurs et des produc- 
teurs, et elles se trouvent miraculeusement remplies si p est un systeme de prix 
d’dquilibre. 
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Tout ceci, bien entendu, n’est vrai que dans le cadre defini par les hypotheses 
(K 1), (K 2), (K 3). En ce qui conceme les consommateurs, elles ont 6t6 ana- 
lyses au chapitre precedent. Pour le reste, il s’agit principalement de la 
convex! te des ensembles de production. Certes, il y a d'autres hypotheses, libre 

disponibilite *-■ 

natu relies. Il 




plus il gagne ! Ce n’est pas en agissant sur les prix qu’on peut l’inciter k arreter 
sa production & une quantity donnee. 


La question se pose alors en des termes tout & fait difflrents : pour un systlme 
de prix donnl, le producteur devra Ivaluer la demande et ne produire que ce 
qu’il pourra ecouler. La situation est beaucoup plus complexe qu’au theoreme 2, 
oil l’ajustement de l’offre k la demande Itait automatique. Ici, il est k la charge 
du producteur. Celui-ci doit Ivaluer k priori combien il vendrait aux prix p, 
et en ddduire le niveau de production adlquat, soit rjj. (p) E Y k . Ce vecteur 
ne depend du systeme de prix qu'indirectement, par l’intermldiaire des provi- 
sions que fait le producteur sur la demande 


Nous sommes dOj& loin de notre modele. Mais la tentation est grande de s’en 
Ocarter encore plus. Pourquoi ne^as considerer r^ (p) comme une fonction 
de p, calculer le profit < p. rik (p) > correspondant, et chercher le systlme 
de prix p k € 11 qui le rende maximum ? De fait, les entreprises & rendements 
croissants sont trls souvent en situation de monopole ou d’oligopole. Plusieurs 
raisons peuvent en etre donnees, soit que les premiers k atteindre une taille 
suffisante Oliminent du marchO les nouveaux arrivants, soit que la logique meme 
des rendements croissants pousse les entreprises k fusionner. Le cas du monopole 
est celui ou un producteur est le seul & foumir d’un certain bien. Il peut done 
en rOgler le prix, simplement en produisant moins que le marchO ne serait disposO 
k absorber, et en laissant les consommateurs enchOrir les uns sur les autres pour 
s’arracher les quantitOs disponibles. Maximiser < p, tj (p) > pour p E 11 rentre 
alors dans le domaine du possible : e’est le critere qui guidera le monopoleur. 
Il s’agit toujours de maximiser le profit, mais en agissant sur les prix et non 
plus en les subissant. En glnlral, cela conduira le monopoleur & fixer un niveau 
de production plus bas (et done des prix plus llevls) que ce que les consomma- 
teurs seraient disposes k absorber. 


Le cas de l’oligopole est celui ou ils ne sont que quelques-uns il foumir d’un 
certain bien. On ne peut phis dire alors que chacun de ces producteurs peut 
r£gler les prix k sa convenance, puisqu’en cas de d^faillance les consommateurs 
peuvent toujours se toumer vers ses concurrents. Toutefois, ces producteurs 
sont assez peu nombreux et assez importants pour ne pouvoir supplier entie- 
rement h la dlfaillance de l’un d’eux. Cela veut dire que chacun d’eux a, non 
pas une mainmise totale, mais une certaine influence sur les prix. Ces possibilites 
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d’action, jointes k la divereite des objectifs (p k change avec k : chaque produc- 
teur a son systeme de prix optimal), cfeent une situation de jeu. C’est par des 
nfethodes de theorie des jeux, analogues & celles du chapitre 11, que 1’on analyse 
l’oUgopole. 

Nous ne nous embarquerons pas dans ces directions. Retenons simplement 
qu’il est essentiel, pour la validity des resultats obtenus jusqu’ici, que le pro- 
ducteur subisse les prix et ne les influence pas. On admet generalement qu’il 
en est ainsi quand il y a beaucoup de producteurs, et de peu d’importance, de 
telle sorte que la dlfaillance de 1’un d'eux, dut-il cesser toute activity, est insen- 
sible dans la masse globale. C’est la situation dite de concurrence parfaite, & 
1’ oppose du monopole et de l’oligopole. Aucun producteur en particulier n’a 
d'influence sur les prix : c’est toujours la multitude, sans visage et sans volonfe, 
des « autres » qui les lui impose. 


4. Analyse marginale 

J’abandonne maintenant les hypotheses de convexity pour les relations de 
preference et les ensembles de production. D6s lors, nous ne pourrons plus 
affirmer que tout optimum de Pareto est soutenu par un sysfeme de prix, ni 
qu’il existe des equilibres concurrentiels. On peut obtenir certains renseigne- 
ments, mais ils sont de nature differente, et necessitent l’emploi d’autres 
methodes, pour lesquelles je vais preparer le terrain. 

Les relations de preference seront representees par des fonctions d’utilite 
continues Uj. Pour simplifier, je les supposerai strictement monotones : cela 
permettra de ne consider que des systemes de prix positifs. En d’autres termes, 
tous les biens sont ddsifes : 

z£x +P]etz *x => z^x pour 1 <i<m. 

L’ensemble de production global Y s , le seul auquel je m’interesse pour l’instant, 
ne sera plus suppose convexe, mais lisse. Je lui permets des creux et des bosses, 
mais pas de coins. Pus precisement, je suppose qu’il existe une fonction 
>P S :P* -► F, differentiable, telle que : 


(1) 






FIGURE IV.21 

Quelques possibility pour I'ensemble Y,. 

Le bord de I’ensemble Y t est done dlfini par liquation i (y, y ( ) = 0. 

C’est une hypersurface de l’espace F 1 , notle S , qui slpare les modes de pro- 
duction techniquement possibles de ceux qui ne le sont pas. Je fais l’hypothese 
suppllrnentaire qu’en chaque point de S , le gradient de la fonction est 

*(y, y„) - 0 » 3k : |*S (y, y„) * 0, (2) 

3y k 

ou, de maniere plus condense, en notant grad le vecteur de composan- 
t« 3 «>, / 3 Yi : 

y G 5 => grad >p (y) # 0. (3) 

Cette hypothlse permet d’affirmer que l’hypersurface S est bien lisse, ne prl- 
sente ni aretes, ni coins et ne se recoupe pas elle-mlme. C’est un objet gloml- 
trique conforme A notre intuition, une draperie flottante mais pas froissle. 
En particular, l’hypersurface S admet en chaque point un hyperplan tangent, 
et une direction de normale. Si y € S , le vecteur grad (y) est normal AS 
en ce point et tous les autres vecteurs normaux lui sont colinlaires. Les 
vecteurs u (d’origine y) tangents A S sont caractlrisls par Liquation : 

< u, grad <p % (y) > = 0. 

En particular un point z G F 1 appartiendra A l’hyperplan tangent A § en y 
si et seulement si : 

<z — y, grad ip s (y) > = 0. 
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11 faut remarquer que ces hypotheses ne se comparent pas simplement aux 
prfc^dentes. Celles-ci daient moins restrictives par certains cotes, et davan- 
tage par d’autres : un ensemble convexe peut avoir des coins, mais pas de 
creux. U en sera de meme quant aux resultats. Nous ne cherchons plus & 
montrer l’existence d' optima de Pareto, k fortiori d'lquilibres concurrentiels. 
Mais nous cherchons des regies de gestion simples permettant de r^aliser un 
optimum de Pareto donne. 

Soit done (x 1 , . . ., x m ) un optimum de Pareto, faible ou fort, et E x' 
la consommation globale qui lui correspond. On aura nlcessairement : 

y = Ex‘ -HeY,. (4) 


PROPOSITION 1 

Si (x 1 ~x m ) est un optimum de Pareto, le point y = I, x 1 - Q. appartient 

au bord S de I 'ensemble de production Y s . 

DEMONSTRATION 

On sait deji que le point y appartient & 1’ensemble Y s . S’il n’etait pas sur le 

* s (y. Vl)<0- 

contenue dans Y s . En d’autres termes, pourvu que I u I < e, on aura : 



Rien n’empeche de choisir toutes les composantes de u strictement positives, 
puis de partager ce panier de biens entre les m consommateurs. En donnant 
& l'agent i, non plus x 1 mais x' + ^, on arrive & une consommation globale : 
2 (x* + = y +u + RG Y s + £2. 

On a done 1& une allocation realisable, unanimement p referee & (x 1 , . . x m ) 
d’apres la stride monotonie des preferences : 

(x' + ^i x‘ pour Ki<m. 

Ceci contredit l’hypothese que (x 1 , . . x m ) est un optimum de Pareto, et le 
rgsultat est etabli . 
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FIGURE IV.22 



Pour ('ensemble Y $ indique, les seuls 
vecteurs de production susceptibles 
de donner lieu a un optimum de 
Pareto sont les points de la cour- 
be § , k I'exception du segment Q0. 


Les vecteurs de production y ass odes k des optima de Pareto sont done reprf- 
sentes par des points de S . On peut meme etre plus precis : en un tel point, 
grad ifi t (y) doit appartenir k F*. En d’autres termes, les seuls points de 5 sus- 
ceptibles de provenir d’optima de Pareto sont ceux ou la normale est dirigee 

PROPOSITION 2 

Soil (x 1 x m ) un optimum de Pareto ety = Ex i ~nsSle vecteur de 

production associe. A tors : 


grad [yj GF'. (5) 

DEMONSTRATION 

C’est ici qu’intervient la monotonie des preferences. Nous venons de voir que 
si le vecteur u a toutes ses composantes strictement positives, alors y + u 
n’appartient pas k Y $ , faute de quoi (x 1 , . . x m ) ne serait pas un optimum 
de Pareto. En d’autres termes : 

£ + F|)nY $ = *. 

Si Y s etait convexe, on pourrait separer ces deux ensembles, et on retomberait 
sur les resultats du paragraphe 2. Ce n’est malheureusement plus le cas. On 
peut simplement remarquer cjue l’hyperplan H tangent i S en y ne saurait 

S’il en etait autrement, il y aurait au moins un vecteur v, tangent k l’hyper- 
surface § au point y, et dont toutes les composantes seraient strictement 
positives. Il^y aurait done un chemin differentiable rj (t), issu de 7 et trace 
sur S, dont v serait la tangente k l’origine : 
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Dans le cas general, lisse mais non convexe, [’interpretation economique fait 
appel k des outils plus fins. Le point de depart est la formule : 

d * s 6o=|^ (y) dy r + ••• + |^(y) d yi (7) 

= < grad (y), d y > 

reliant la variation infinitesimale d <p s de la fonction >p s aux variations infini- 
tesimals d y,, .... d y k des variables y„ . . , y k . Le mot « infinitesimal # 
est mathematique. Les economistes classiques ont introduit le mot « marginal » 
pour designer cette meme notion : des variations extremement petites autour 


quantity donnee. Si 









y,, . . y[) ; si les variables passent & y, + d y,, . . .,y k + 

•.yi + dy 1 ) = * s (y) + d* s 6')- (8) 

p s (y) est donne par la formule (7). Cette demiere n’est 
qu’approximative : elle n’est vraie en toute rigueur que pour des variations 
d y,, . . d y| (et done d i^ s (y)) «infiniment petites» autour de y =(y,, . . .,yi). 
L’approximation est d’autant meilleure que ces variations sont petites. Nous 
utiliserons done la formule (7) pour calculer l'accroissement de la fonction >p s 
resultant de petits accroissements des variables autour des valeurs (y, , . . y ( ). 
Le mot « marginal » attire l’attention sur le fait que les resultats ne sont 
qu'approximatifs, d'autant plus voisins de la reality que les variations effectules 
sont plus petites. 

Soit par exemple y 6 Y s un vecteur de production globale. On peut se demander 



Examinons ceci. Si le vecteur de production y appartient au bord S, il doit 
verifier l’dgalitg «, p s (y) = 0. On desire que le vecteur y + d y continue k appar- 
tenir k Y s , c’est-i-dire k verifier l’inegalitd ip s (y + d y) < 0. L’accroissement 
marginal de <p s doit done etre negatif ou nul : 

d >fi s (y) = < grad < p % (y), d y > < 0. (9) 

Si l’on desire que le vecteur y + d y appartienne lui aussi au bord S, l’inega- 
lite (9) devient une egalite : 

d >fi s (y) = < grad <p t (y), d y > = 0. (10) 

L’interprdtation geometrique de ces formules est tres claire. Le vecteur 
grad >p s (y) porte la normale ^1’ensemble Y^, dirigee de l'intdrieur vers 1’ext^ 
rieur. Le produit scalaire < grad i p % (y), d y > situe done le vecteur y + d y 
par rapport & l’hyperplan^H, tangent A l’hypersurface § au point y- Dire qu’il 
est nul (10) signifie que y + d y appartient it H ; dire qu’il est negatif signifie 
que y + d y est du meme cote de H que l’ensemble Y s . 


Mais ces formules ont aussi une interpretation dconomique d’une grande impor- 
tance. Plaqons-nous en un optimum de Pareto (x 1 , . . 2 x m ), notons 
y = £ jT' n € S le vecteur de production associd, et p G II le systeme de 
prix derive (definition 3). En divisant les formules (9) et (10) par la quantite 
£ (y), strictement positive, on obtient : 

k “‘ _> _> 

y + dyGY s <* <p, dy> < 0 (11) 

y+dyGS<»<p, dy>=0. (12) 

Or^quand le bilan de production passe de^ 4^ + d y, le profit passe de 
< p, y > & < p, y + dy>. L’expression < p, d y > n’est autre que le profit 
suppiementaire encouni par une petite variation d y,, . . d y| du bilan de 
production. Dans le langage usuel, e’est le profit marginal. La formule (11) 
signifie que le profit marginal est ndeessairement negatif, pourvu que le sys- 
teme de prix derive de l’optimum de Pareto consider. La formule (12) exprime 
qu’on peut toutefois l’annuler, en maintenant le nouveau bilan de production 
(y, + d y,, . . ., y n + d y n ) sur l’hypersurface S. 
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PROPOSITION 



Pour clarifier un peu les id£es, prenons un cas simple. Soit une economic pro- 
duisant du bien 1 en utilisant les biens 2, 3, . . , £ Plus pr6cis£ment, l’utilisation 
de quantity q 2 , . . q 2 permet de produire une quantity : 

q, =f(q 2 , . . ^q,), q k >0. (13) 

On appelle souvent f la fonction de production. Pour traduire cela dans notre 
langage, il faut d’abord compter nlgativement les entries. La relation (13) se 
traduit alors par une Equation que doivent satisfaire les vecteurs de production 
y€Y s : 

y,=f(-y 2 ,. ••,-*)• (M) 

II est naturel de supposer la fonction de production croissante : si l’une des 
entries augmente, les autres restant inchangees, la sortie ne doit pas diminuer. 

Cela revient & supposer que I’on peut librement disposer des biens 2 1, 

c’est-k-dire qu’on peut Stocker les ressources exc^dentaires. Si on fait la meme 

264 




hypothdse en ce qui conceme le bien 1 , on est conduit & caractl riser 1’ ensemble 
de production Y s par la fonction : 

v> s (y)=yi -f(-y a . ••--yi). 0$) 

pourvu que y, t . . , y ( soient strictement nlgatifs. Dans ce meme domaine, 
le bord S est dlfini par la condition <fi s (y) = 0, qui n’est autre que liqua- 
tion (14). 


Soit (x 1 , . . x m ) un optimum de Pareto, et y le vecteur de production associl, 
qui appartient done & S . Le systeme de prix d6riv6 est donnd par : 


Pi = 1 / w. 


p k = ^- (- y i. • ffpour2<k<1 


oii jt = 1 + (- y j, • • •• - y |)- Comme la 

chacune des variables q 2 , . . q k , les ddnvees 
qu’il soit besoin d’invoquer la proposition 2. 


i fonction f est croissante pour 
partielles sont positives, sans 


Cherchons maintenant k modifier 16 g6 remen t le bilan de production. Amenons 
les entries de (y 2 , . . ., y,) & (y 2 + d y 2 , . . y, + d y,). La production peut 
alors passer de y, & 

f(- y i -d y 2 . •••.- y i -dy|) = y i ^~(-y 3 ,..^-y,)dy k . 

Comme d’habitude, le signe - dans cette formule provient de ce que les entries 
sont compt6es negativement ; si tous les d y k sont nlgatifs, cela veut dire que 
l’on utilise davantage des biens 2, . . ., /, et qu'on peut done augmenter la pro- 
duction du bien /. Mais on n’est pas tenu de hii donner tout l’accroissement 
possible, puisqu’on peut librement disposer des biens. On peut se contenter 
de n’importe quel accroissement d y,, pourvu que : 

d y i < - k | 2 y 2 . • - - y i) d y k- (16) 

L’egalit6, dans cette formule, correspond £ la meilleure utilisation du processus 
de production. Des que l’inlgalitg est stride, 11 y a disparition ou gaspillage 
d’une certaine quantite de bien L La sanction 6conomique ne se fait pas 
attendre : 6valuons le profit marginal dans le systeme de prix p. On obtient : 
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sa marchandise & un prix egal au cout de production d’une unite supplemen- 
tal. En particulier, ce cout ne doit pas dgpendre du procede employe & cette 
fin, c’est-i-dire des proportions relatives de biens 2, engagees dans la 

production d’une unite supplemental de bien 1. On dit que le producteur 
vend & son cout marginal. 


Nous tenons maintenant la regie de gestion que nous cherchions : nullite du 
profit marginal, ou vente au cout marginal. Encore faut-il l’essayer sur un 
modeie moins agrege. Nous nous replacerons done dans le cadre habituel : les 
ressources initiates ft sont reparties entre les m consommateurs, les possibilites 
de production Y s entre p entreprises, de telle sorte que : 


ft = u‘ + ... + <> 
Y S = Y, + . . . + Y p . 


( 20 ) 

( 21 ) 


On supposera que les fonctions d’utilite u ; sont monotones et continument 
difierentiables. Les ensembles de production Y k sont definis par des fonc- 
tions continument differentiates : 

yGY k o ^(y) < 0. (22) 

En outre, je supposerai les gradients grad Uj et grad ^ non nuls partout ou 
ce sera ndeessaire. 




On se 


’) ; disons 










consommateurs. Nous allons formuler en ce qui les conceme une r 
comportement analogue. 

PROPOSITION 6 

Soit (x l x m ) I'optimum de Pareto present, etp&nie systeme de prix 

derive. Pour chaque i, et chaque panier de biens z' infiniment voisin de x‘ 
et strictement prefire a ce dernier, on a : 

<p,~z‘ -x‘> > 0. (25) 

DEMONSTRATION 

Prenons par exemple i = 1, et considerons un panier de biens z 1 x 1 . [.’al- 
location (z 1 , x\ . . x m ) est unanimement preferee & (x 1 , x J , . . x m ). 
Comme celle-ci est un optimum de Pareto, celle-li n’est pas realisable : 
y =x‘ +x J + . . , + x m +S2GY s 
z =z' +x J + ... + x m +fi?Y s . 

On a \fi s (y) = 0 et >p % (z) > 0. Comme z - y = z 1 x 1 est infiniment petit, 
on peut appliquer la formule (7) : 

d ip s = < grad (y), z - y > > 0 

ce qui, en tenant compte des tommies (6), n’est autre que le resultat annonce. 




FIGURE IV. 27 

L'ann ulation du coin marginal pour le consommateur. 

De meme, dire que x‘ est prefere & z 1 se traduit par l’inlgalitl inverse de (26). 
Ainsi, la proposition 6 peut se mettre sous la forme : 

X 1 =» < p, z j > > < p, it ' > (27) 

x^z 1 ~ <p.z‘> < <p,x‘> (28) 

lentes. La premiere exprime que le consommateur i, qui paye < p, x‘ > pour 
obtenir x 1 , ne saurait ameliorer margin alement sa consommation sans payer 
davantage. La seconde signifie que les paniers de biens inflniment voisins de 
x' et qu’il considere comme inferieurs lui couteraient moins cher. On peut 
ggalement dormer une troisieme condition, Iquivalente aux deux premieres : 
x 1 '\- i z’ i => <p,z l x ' > = 0, (29) 
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PROPOSITION 


domes. Si grad u ( x ) =£ 0. il esi equivalent de dire : 

(a) < p, x 1 z' > > 0 pour tout z' infiniment voisin de x 1 et verifiant 

x‘>Zi? 

(b) u/fz 1 ) <u l (x i ) pour tout z‘ verifiant <p,~z i ><<p, x 1 >. 
DEMONSTRATION 

(a) =» (b). Prenons un point z' distinct de x\ et vlrifiant I'inegalitd : 
<p.z‘> < <P.x i >. (30) 

Considlrons le point y, = (I - t) z' + t x 1 et la fonction \p (t^ =_Uj (y t ). Quand 
t d£crit l’intervalle [0, 1J, le point y t parcourt le segment [z 1 , x'J. La d6riv6e 
de \p au point t = 1 est donnee par : 

/ ( I) = < grad Uj (x '), x 1 z l >. 


( 31 ) 



z‘ et y t pour 1 < t < 1 + c. Comme il est convexe, il contiendrait tout le 
segment [z‘, y t ], et en particulier le point x', ce qui est absurde (x*Vj x 1 ). 
(b) •* (a).- 11 suffit de comparer x' X un panier de biens z‘ infiniment voisin. 
L’in^galite Uj (z 1 ) < u ; (x ') se traduit alors par : 

< grad uj (X s ), x‘ - z j > > 0 (32) 

et l’hypothese (b) est que cette indgalite d<coule de la suivante : 

<p,x i -T'>>0. (33) 

On en cfeduit aussitot que grad u ( (x) = X p, avec X > 0. La condition (a) se 
feduit alors X la formule (32). 


On peut done fealiser I’optimum de Pareto (x 1 , . . x m ) de la fagon suivante. 

Le planificateur calcule le systeme de prix (p, Pi) qui en derive. Puis il 

annonce ce systeme de prix et attribue X chaque consommateur i une fortune 
wj = < p, x' >. Les consommateurs reagissent individuellement, soit en choisis- 
sant ce qu’ils preferent parmi ce qu’ils peuvent se payer (si leur relation de 
preference est convexe), soit en annulant leur cout marginal (si elle ne Test 
pas). Les entreprises reagissent individuellement, soit en maximisant leur profit 
global (si leur ensemble de production est convexe), soit en annulant leur profit 
marginal (s’il ne Test pas). 


Les propositions 5 et 6 doivent alors etre comprises comme des thdofemes 
de possibility : elles affirment que ces regies de comportement sont compati- 
bles avec la realisation de 1'optimum global. Si elles sont non ambigues, e’est- 
X-dire si elles designent au consommateur /' un seul panier de biens, et au 
producteur k un seul vecteur de production, alors la realisation de 1’optimum 
est automatique : ce panier de biens n’est autre que x 1 , et ce vecteur de pro- 
duction est le y * de la formule (23). Malheureusement, il arrive ffequemment, 
surtout dans le cas non convexe, que l’application de ces regies laisse subsister 
plusieurs alternatives. L’entreprise devra alors se prononcer entre quelques 
vecteurs de production, reliquats d’un tri que la regie utilise est incapable 
de pousser plus loin. Cette liberte de choix, quelque restreinte qu’elle soit, 
ne va pas sans poser de probfeme. Ce que disent les propositions 5 et 6, e’est 
qu’il est possible de l’exercer individuellement de maniere X realiser 1’optimum 
present globalement. 
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Prenons par exemple le cas d’une entreprise produisant du bien 1 & partir de 
bien 2, ct prtsentant des rendements croissants. La formule (13) s’dcrit alors : 


qi =f (q 2 ). qi >o,q 2 >o, 

oCi la fonction de production f est convexe : 
f"(q 2 )>0 Vq 2 

et v^rifie f (0) = 0. Soit p = (p,, Pj) le syst&ne de prix impost. Le profit mar- 
ginal est donn6 par : 

Pi d q, - p 2 d q 2 = (p, f* (q 2 ) - pj) d q 2 . 

Si l’entreprise annule son profit marginal, elle choisira l’entrfe q 2 de fa<;on k 
resoudre liquation : 

f (q 2 ) = P 2 / Pi 

et la sortie q, = f (q 2 ). On peut alors calculer son profit global : 

Pi fii -p 2 q 2 = Pi f(q 2 )-p 2 q 2 
= (Pi -p 2 )q 2 
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Comme la fonction f est convexe et s’annule a 1’origine, on a Pindgalite 
f (q 2 ) / q 2 < f* (q 2 ). En reportant dans la formule ptec^dente : 

Pt Qi ' Pj <h < (Pi ** (<h) -Pa)<h- 

En divisant par q 2 , ceci s’exprime simplement : le profit total (par unite) est 
interieur strictement au profit marginal (par unite). Comme ce dernier est 
nul, on obtient : 

Pi <1 i - Pa < 0. 

Ainsi, si 1'entreprise applique la regie d'annulation du profit marginal, elle 
travaille necessairement & perte. Ceci est aitement comptehensible : comme 
les rendements sont croissants, c’est la demtere unite produite qui coute le 
moins cher k 1’entreprise. Exiger que le profit marginal soit nul, c’est exiger 
que 1’entreprise ne realise aucun benefice sur la demiere unite produite, et done 
qu’elle perde sur toutes les autres. C’est la demiere unite qui a iti produite 
dans les conditions les plus avantageuses : si on ne gagne rien sur celle-lA, 
comment pourrait-on gagner sur les autres ? 


D’un autre cote, si les entreprises n’annulent pas leur profit marginal, la situation 
globale qui en tesulte pour l’iconomie ne saurait etre optimale au sen de Pareto. 
C’est ce qui ressort d’une analyse attentive des propositions 5 et 6. En effet, 
supposons ^ue les entreprises contribuent k realiser un optimum de Pareto 
(x 1 , . . x m ), e’est-i-dire que les vecteurs de production v^rifient la rela- 

tion (23). La proposition S affirme que, si le systeme de prix p est d£riv£ 
de cet optimum, toutes les entreprises annulent leur profit marginal. La seule 
question qui subsiste est alors de savoir pourquoi ce systeme de prix particular 
prevaudrait sur le marche. La teponse est donnde par la proposition 6 : ce sont 
les consommateurs qui l’imposent en annulant leur cout marginal. Le consom- 
mateur i tesout pour son compte l’equation grad u ( (x‘) = X ; p ; ceci, joint 
h la condition pen, determine entierement le systeme de prix p. 

Reste k montrer qu’il derive de l’optimum (x 1 , . . ., x m ), e’est-i-dire que 
^rad i^ s (y) = /i p, ou y est donne par la formule (23). Pour cela, on compare 
x 1 ^ un panier de biens z‘ infiniment voisin et ptefete : 

< grad u 4 (x '), z ' - x ' > = Xj < p, z* - iT' > > 0. (34) 

Comme (x\ . . ., x m ) est un optimum de Pareto, les z 1 ne peuvent pas etre 
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simultanement rtalisables, c’est&dire que le vecteur 2 z* - S2 n’appartient 
plus & Y s : 

< grad (y). 2 z 1 - 2 x' > > 0. (35) 


La comparaison des formules (34) (valables pour tout i) et (35) montre que 
p et grad >p s (y) sont colineaires, le r£sultat (tesirf . 
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